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物理学在迅速发展，不断地揭示新的现象和规律，征服新的领域，还向相

邻的学科交叉渗透，并在高新技术园地里开花结果．这就促使大学基础物理课

程作相应的改革，以适应科学发展的新形势．值此新旧世纪交替之际，广大物

理学工作者和教师所面临的一项重大挑战，乃是写出一本面向 21世纪的大学物

理教材． 

卢德馨教授曾从事理论物理的科学研究多年，取得了第一手的科研经验，

有良好的物理素养．近年来他主持了南京大学基础学科教学强化部的工作，并

承担了其中大学物理学的教学任务，致力于基础物理学课程的教学改革．他对

此深思熟虑，自有一套创新性的见解，而且有足够的能力和毅力，将这些概念

付诸实践．这本书就是他多年教学经验的结晶，既新颖可喜，又脚踏实地，是

一本优秀的基础物理学课程的教材． 

基础物理学改革的浪潮是全球性的，持续了好几十年，既有成功的经验，

也有失败的教训．理论物理大师费曼(R. P. Feynman)的例子就是颇有启发性的：

他于 20 世纪 60 年代初介入了大学基础物理的教学改革，曾在美国加州理工学

院教过大学一、二年级的物理课程．称著于世的三大卷《费曼物理讲义》就是

这段经历的见证．他对于物理学的许多方面做出了富有创造性的重大贡献，随

之而来的是他对物理学的透彻洞见和精辟理解．他在上物理课时，若天马行空，

纵横驰骋；即物穷理，多蕴妙悟；且谈笑风生，挥洒自如．以此，这部讲义对

广大物理工作者和教师，深富启迪和教益，成为被引证最多的一部物理著作，

在物理学界产生广泛的影响．从这个意义上来说，这个教改的尝试是成功的．但

是应该看到事物的另一面：这本讲义，陈意过高，使得刚入大学的学生难以掌
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握，因而不适宜作为实际施教的教科书．可以这么说，这是一本为教师而写的，

而不是为学生而写的教科书．对学生来说，显得高不可攀，难以理解其底蕴．作

为教材，在可接受性上出了问题．随之而来的多卷本《伯克莱物理教程》，虽在

可接受性上略有改进，但仍有问题．因而可接受性成为了评衡教材的另一重要

标准．瑞斯尼克(R. Resnick)与哈立德(D. Halliday)的《物理学》虽然没有费曼那

样高的独创性，但稳打稳扎，更贴近于传统教材，可接受性良好，受到广大教

师的青睐，遂成为美国应用最广泛的大学物理学教材．革新性教材的另一个问

题，是由于要增加很多新的内容所引起的．适应科学发展的需要，必然要增添

许多反映新的进展的内容，而作者往往喜新不厌旧，对于传统的内容舍不得抛

弃，结果就会使教材的内容臃肿，篇幅浩繁，也不利于施教． 

本书作者力图推陈出新，变革教材的陈旧面孔．在这一点上，显然受到费

曼的影响，但是他并不沿袭费曼的具体做法，而是有自己的新意．例如在第四

章，他采用透视历史的方法来引入万有引力定律，娓娓道来，引人入胜．然后

讨论了引力的现代问题，诸如引力质量与惯性质量的等同性，引力红移和引力

塌缩等，和物理学的前沿相衔接；然后再回过来处理二体开普勒问题的理论，

使得学生能切实地掌握相应的理论方法．整章读下来，从历史到现实，从概念

到理论，有融会贯通的乐趣．又如在第二十七章叙述玻色－爱因斯坦统计之后，

紧接着引入最新的实验结果来讨论玻色－爱因斯坦凝聚问题，使学生不是单纯

被动地接受一些知识，而是置身于物理学发展的动态环境之中，有身历其境之

感，培养了学生对物理学的参与意识． 

本书作者一方面对创新下了不少功夫，同时清醒地意识到可接受性的重

要．篇章的顺序是力学─热物理─电磁学─近代物理，大体上符合循序渐进的

教学原则，不会使学习者产生太大的跳跃和脱节的感觉．本书作者也注意到学

生容易犯错误的地方，例如在教矢量的地方，着重提醒哪些表达式是非法的，

这一细节反映出作者是一位经验丰富的教师．另外，全书的篇幅控制在 600 页
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左右，使得这一教材可以游刃有余地在 180 小时课堂教学中完成，避免了篇幅

过大的毛病． 

这本教材自 1989 年起即在南京大学强化部大学物理学课程中试用，1993

年起又用于南京大学天文系的学生．历次教学的效果良好：它激发了学生对物

理学的兴趣，也培养了思考物理学问题的能力，这从学生们所做的小论文工作

取得良好成绩得到了验证．当然，强化部的学生素质较高，也为这一教学改革

顺利进行提供了良好的条件．总之，这是一本令人耳目一新、适于实际施教的

大学物理学教材，值得向物理教学界推荐． 

 
 



 



二 版 说 明 

本书第一版出版至今已经有四年多了．受读者评议的鼓励做了第二版．同

行和学生的意见对本书的改善作用很大,四年多的教学也使我们受益非浅．许

望教授和我共同教学有年对本书和相应课程的建设有重要贡献．  

在第二版中改正了所有已经发现的错误．很多小节已经重写以使得更确切

和容易理解．根据读者要求书末附了奇数习题的答案．附录 A常用物理常量已

经更新为 1998年推荐值,书中出现的相应的量均已改成新的值．书中提及了一

些前沿课题研究的最新进展,加入了一些新的文献和数据．诚然本书为基础课

教材,我们力图为学生以外的读者提供一些有价值的参考． 

计算机和软件的进步使我得以“越俎代庖”尝试做一些排版、勘误工作．并

且把所有插图都作重新处理,希望看起来更清楚、美观、有助于阅读．由此体

会到编辑工作的艰难和重要．在此谨向他们表示敬意． 



前    言 

本书是作者在南京大学基础学科教学强化部讲授的“大学物理学”课程基

础上写成的．强化部有天文、物理、生物物理、化学、生物、生物化学等学科

方向．“大学物理学”作为一门公共基础课，很难根据现有的“本系”或“外系”

教材来讲授．因此需要一本全新构思的书．普通物理教科书的基本内容往往仍

然是以 17世纪、19世纪的为主，这在世纪之交是很不适宜的．学制的缩短、

双休日制度的实施使课时过多的矛盾更加突出．作者尝试撰写一本以 20世纪内

容为主导的教科书，篇幅适合两个学期的课程，希望能够作为多个学科学生的

公共基础课教材． 

从当前科学发展的趋势看，学科的交叉、渗透相当普遍．在教材中努力体

现这种倾向是值得尝试的．在本学科中各分支间的关联以至融会贯通也是应该

强调的．当然寻求物理学与其它学科、物理学各分支间的“枝连”是颇为艰难

的事．再者作者本人相信前沿课题应该在基础内容中有其“根”，寻根的工作也

是相当艰难的．但是一旦发现前沿课题中有适合基础教学的内容，则务求能纳

入教材．希望这种搜索寻根的工作使教材更为丰满、充实．实际研究工作者的

思路、方法对于初学者来说是很有价值但又难以获得的．例如在研究工作中如

何获取和处理信息、处理好数学和物理的关系、不断调整研究步骤、深入理解

结果的意义、扩大成果等等，本书试图通过实际问题向读者展示． 

传统的基础课强调基础知识、基本理论和基本技能．实践证明完全可能通

过课程达到进一步的目标：培养学生的探索精神和创造精神．可以通过历史、

展示现实作出示范．同时还可以创造条件使学生有向内容的深度和广度发展的

余地．讲授应该不局限于一本教材，提倡开放式．本书引用一定数量的文献和
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参考书，展示一些悬而未决的问题，都是基于这种考虑．列出的一些经典文献

和专业文献主要是供给教师研究用．标有*的节和段落可以作为参考内容．在

本书的辅助材料电子版中列举了作者对题解、文献阅读、课程论文等环节的观

点并包含了有关参考材料． 

基于以上考虑，本书的选材、表达不同以往．例如，光学和电路没有纳入；

提出了不少新的观点和处理问题的方式；尝试对物理定律的美学价值进行思考

等等．读者可以见仁见智，加以评论．本书写出初稿已有 8 年了，首次在教材

建设组披露部分内容也已有 4 年．但是仍不能臻于理想，错误、不当仍然难免． 

成书过程中曾先后得到陈祖福、冯端、冯致光、江元生、许敖敖、邓崇光

诸位的鼓励和支持．作者还得到江元生、梁昆淼、陈廷扬、黄天衣、沈健、赵

其昌、潘大谦诸君不少有益的意见和帮助．冯端先生通读全书、作序，对内容

的调整和增补提出了宝贵的意见，使我获益匪浅．在此一并表示感谢．我的助

教和学生在教和学的过程中对本书的形成起了重要作用，石名俊选编了部分习

题．希望本书能唤起他们美好的回忆． 

 

 卢德馨 

 1996 年 10 月于南京 
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第一章  绪    论 

§ 1.1  什么是物理学 

物理学是研究自然界基本规律的科学．它的英文词 physics 来源于希腊文，

原义是自然，而中文的含义是“物”(物质的结构、性质)和“理”(物质的运动、

变化规律)．中文含义与现代观点颇为吻合．现代观点认为物理学主要研究：物

质和运动，或物质世界及其各部分之间的相互作用，或物质的基本组成及它们

的相互作用． 
物质可以小至微观粒子——分子、原子以至“基本”粒子(elementary particles)．

所谓基本粒子，顾名思义是物质的基本组成成分，本身没有结构．然而基本与

否与人们的认识水平以及科学技术水平有关，因此对“基本”的理解有阶段性．

有鉴于此，物理学家简单地称之为“粒子”．有时为了表达认识的层次，我们仍

然可以说：“现阶段的基本粒子为……”．当前我们认为基本粒子有轻子

(lepton)、夸克(quark)、光子(photon)和胶子(gluon)等等．科学家们正在努力寻

找自由夸克．此外，分数电荷、磁单极以及暗物质也在寻找之列．我们周围的

物体是物质的聚集状态．人们可以用自己的感官感知大多数聚集状态的物质，

并称它们为宏观(macroscopic)物质以区别前面所说的微观(microscopic)粒子．居

间的尺度是介观(mesoscopic)，而更大的尺度是宇观(cosmological)．场(field)传
递相互作用，电磁场和引力场就是例子． 

在物理学的范围内，物质的运动是指机械运动、热运动、微观粒子的运动、

原子核和粒子间的反应等等．运动总是发生在一定的时间和空间．时间和空间

首先是作为物质运动的舞台，但最后也成了物理学研究的对象． 
现在知道物质之间的相互作用有四种，即引力作用、弱相互作用、电磁相

互作用和强相互作用． 
爱因斯坦(A. Einstein, 1879⎯1955)生前曾致力于统一场论的工作，试图用

统一的理论来描述各种相互作用．在 20 世纪 60 年代，走向统一有了突破性的

进展．格拉肖(S.L.Glashow)、温伯格(S.Weinberg)和萨拉姆(A.Salam)等人发现弱

相互作用和电磁相互作用可以统一，用弱电相互作用(electroweak)来描述．鲁

比亚(1983, C.Rubbia)等提供了实验支持．大统一理论 (grand unification theory, 
GUT) 试图将强相互作用也统一进去，而超对称理论更企图将引力也纳入其中．

还有人在寻求其他的相互作用．对此，在 Physics Teacher 期刊上曾有一篇文章

题为“存在第五种基本力吗？”专门讨论这一命题[6]．在高级的理论中，相互

作用只不过是交换物质，如电磁作用交换光子，强作用交换胶子． 
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物理学的一个永恒主题是寻找各种序(orders)、对称性(symmetry)和对称破
缺(symmetry-breaking)[10]、守恒律(conservation laws)或不变性(invariance)．物质
的有序状态比我们想象的要广泛得多．除了排列整齐的位置序以外，还可以有
指向序．超导态也是一种有序状态．对称性通常指静止的空间几何对称，如太

极图、八卦、晶体中的平移和旋转对称．实际上，对称性还可以是动态的，可
以是时间反演对称、物质－反物质对称以及更为抽象的规范对称等等． 
就物理学和其他科学的关系而言，我们可以说： 

• 物理学是最基本的科学． 
• 物理学是最古老、发展最快的科学． 
• 物理学提供最多、最基本的科学研究手段． 

最基本的体现是在天文学、地学、化学、生命科学中都包含着物理过程或现象．在

这些学科中用到不少物理学概念和术语是很自然的．最基本还意味着任何理论

都不能和物理学的定律相抵触．例如，如果某种理论破坏能量守恒定律，那么
这一理论就很成问题．当然，某些物理理论本身或一些阶段性的工作本身也是

在不断地完善． 
19世纪中叶之前，物理学曾是完完全全的实验科学．力学中的理论问题被
认为是数学家的事．19世纪末，在当时处于世界物理学中心的德国的大学里，
开始设置理论物理学教授的席位．此后，随着人类的认识能力逐步深入，逐步
深入到不能靠直觉把握的微观、高速、宇观现象，20世纪初建立了狭义和广义
相对论，以及量子力学这些深刻的物理理论．到了 20世纪中叶，物理学已经成
为实验和理论紧密结合的科学．20世纪后半叶由于电子计算机的发展，既改变
了理论物理的工作方式，也扩大了实验的涵义．目前物理学已经成为实验物理、

理论物理、计算物理三足鼎立的科学．实验提供的条件比自然界出现的更富变
化和更灵活可控，而物理理论则给出了对自然界的数学描述．计算物理学是重

要的新分支，有自己独特的研究方法．计算机实验可以提供比通常的实验更为
变化丰富和灵活控制的条件．不过通常需要用到超级计算机． 
物理学中最重大的基本理论有下面 5个： 

• 牛顿力学或经典力学(Mechanics)  研究物体的机械运动； 
• 热力学(Thermodynamics)  研究温度、热、能量守恒以及熵原理等等； 
• 电磁学(Electromagnetism)  研究电、磁以及电磁辐射等等； 
• 相对论(Relativity)  研究高速运动、引力、时间和空间等等； 
• 量子力学(Quantum mechanics)  研究微观世界． 

后两个理论主要是在 20世纪发展起来的，通常认为是现代物理学的核心．以上
理论中没有一个被完全推翻过，也没有一个是永远正确的．例如，牛顿力学在高

速情形下，应该用狭义相对论来代替；而对于强引力，它又偏离于广义相对论，
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但在它的适用范围内仍然是精确的．科学的理论总是要发展的，需要根据新发现

的事实进行修正．在教科书中只介绍一种版本的做法很可能导致“理论是唯一的”

这样的观念．事实上，理论决不是唯一的．科学理论往往在美学上令人赏心悦目，
在数学上优雅而普适，但是仅仅有这些是决不可能流传下来的．理论和思想必须

经受实验的检验和验证．物理学中的理论和实验在相互促进和丰富中得到发展． 
一个没有思想的实验工作者可以发现无穷无尽的事实，不过毫无用处．理

论家如果不受实验检验这一约束也可能产生出极其丰富的思想，不过与大自然

毫无关系而已． 
通常的科学研究方法是： 

• 通过观测、实验、计算机模拟得到事实和数据； 
• 用已知的可用的原理分析这些事实和数据； 
• 形成假说和理论以解释事实； 
• 预言新的事实和结果； 
• 用新的事例修改和更新理论． 

上述的后 3步都是关于理论的．以上所说的科学研究的步骤是常规的．有时候，
有的人可能并不遵循这样的过程．常常直觉(intuition)或者预感(premonition)会
起相当的作用．有时候，机遇(运气或偶然)对于成功也会起作用，使你获得一
则重要的信息或发现一个特别简单的解．要学会在恰当的时机提出恰当的问题，

并找到问题的答案．有时还必须忽略一些“事实”，原因是这些并不是真正的事
实或者它们无关紧要、自相矛盾；或者是由于它们掩盖了更重要的事实或考虑

它们使问题过于复杂化．据说，有一次有人问爱因斯坦：如果迈克耳孙-莫雷
(Michelson-Morley)实验并不导致光速不变你怎么办？他说：他将忽略那些实验
结果，他已经得到了结论，光速必须被认为是不变的．关于爱因斯坦 1905年提
出狭义相对论时是否知道迈克耳孙-莫雷实验，曾发生过长时间的争论．有人
认为爱因斯坦在他的著作中没有留下他知道迈克耳孙-莫雷实验的丝毫痕迹，

他可能纯粹通过理论推理和他们(迈克耳孙与莫雷)得出了相同的结论．爱因斯
坦的首席传记作家培斯(Abraham Pais)筛选了许多历史记载，得出结论说，爱因
斯坦确实知道这一实验．新近有一篇爱因斯坦在 1922年的演说的英文翻译稿刊
登在 Physics Today上[8]．此文是根据原来的德语演讲的日文记录整理、翻译的 
(见第九章参考文献[13])．译者让爱因斯坦“本人”表示他知道这一实验． 
在大学物理的学习中，除了学习事实、定律、方程和解题技巧外，还必须
努力从整体上掌握物理学．要了解各分支间的相互联系．现代观点认为，应该

从整体上逻辑地、协调地来把握物理学．学习中，对于基本物理定律的优美、

简洁、和谐以及辉煌应该有所体会，要学会鉴赏其普适程度，了解其适用范围．还
要学会区别理论和应用，物理思想和数学工具，一般规律和特殊事实，主要和

次要效应，传统的和现代的推理方式等等． 
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§ 1.2  物理量 

一个物理理论通常由以下几个部分组成： 

• 概念，通常是抽象的、不能直接感知的； 
• 关于这些概念的数学表示(物理量)的假定； 
• 一个或一组方程，表示物理量之间的关系． 

物理概念的数学表示决不是天然存在的，例如，我们用矢量来表示速度，用标
量来表示温度等等．有些概念要用旋量、张量、复数等等来表示．作某些假定

是必要的，而这正是物理学家的重要任务．物理量的表示往往带有历史的偶然
性或科学家的个人爱好．例如，温度是一个统一的概念，但对应的物理量可以

是摄氏(Celsius)温度 t，也可以是热力学温度或开氏(Kelvin)温度T．*是否也可以
用–1/T作为温度呢？ 

基本物理量是通过测量来定义的，称此为操作性定义 (operational 
definition)．通过基本概念、基本物理量而得到的物理量称做导出物理量．大多
数物理量是导出物理量．哪些量是基本的、哪些是导出的，有一定的任意性，

这往往有历史的偶然．比如，电流和电量哪个更基本呢？按规定电流为基本

量．基本量的数目也是可变的．因此，单位或标准的数目也具有一定的任意性．国
际计量大会(General Conference on Weight and Measures)选择了少数几个量作为
基本量．表 1.1中列出了国际单位制(SI)采用的基本单位，对于力学来说，只需
表中前 3个单位就够了．例如，力的单位是牛顿，符号为 N，它是一个导出单
位：1N = 1kg·m/s2． 

表 1.1  SI 基本单位 

长度 米 m 

质量 千克 kg 

时间 秒 s 

电流 安[培] A 

热力学温度 开[尔文] K 

物质的量 摩[尔] mol 

发光强度 坎[德拉] cd 

标准的制订还要考虑不易变化以及测量的方便程度和合理性． 
长度标准起初是标准米．它是国际计量局(the International Bureau of Weights 

and Measures)保存的一个铂铱合金(platinum-iridium alloy)原器上两个刻度间的
距离．1960年第 11届国际计量大会决定采用原子标准，规定：1米为氪(Krypton)
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同位素(86Kr)发射的特定的红橙光(5d5 –2p10)波长的 1650763.73倍．1983年第 17
届国际计量大会采用了真空光速 

sm458792299=c                     (1.2.1) 

这一常量来定出长度单位，规定：米是光在真空中(1/299 792 458)s 时间间隔内
所经路程的长度． 
长度测量仅是一个比较的过程，但决不是一件简单的事情．观察者如何测
量相对于自身运动的物体呢？这需要采取特别的步骤．根据狭义相对论，长度
与运动有关．在量子力学中，空间是量子化的，即离散的．很可能存在一个基
本长度，它限制了经典的空间描述．据认为这一基本长度不小于 10–35 m．典型
的长度见表 1.2，大小相差 1061倍． 

表 1.2  典型的长度 

哈勃半径 10 26 m 

地球半径 6.4 × 106 m 

人的典型高度 1.8 × 100 m 

书页的厚度 1 × 10–4 m 

氢原子半径 5 × 10–11 m 

质子有效半径 1.2 × 10–15 m 

弱电统一的特征尺度 10–18 m 

普朗克(Planck)长度 10–35 m 

对于宇观和微观尺度，还有表1.3所示单位，但它们不是SI单位． 

表 1.3  其他长度单位 

天文单位(Astronomical Unit, AU) 1.495 978 70 × 10 11m 

光年(light year, l.y.) 9.460 530 × 1015m 

秒差距(parallax second, parsec, pc) 3.261 633 l.y. 

埃(Ångström, Å) 1.0 × 10 –10m 

例 1.1  用天文单位来表示秒差距(图 1.1)． 

解：AU为地球到太阳的平均距离． 

AU265206
1800603

1
1

AU1
pc1

=
°

π
′′

°′′
=

 

实际上，上式可以作为秒差距的定义． 太阳 地球 
图 1.1  秒差距 

1″ 

1 pc 

1AU 
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质量的标准是铂铱合金制作的圆柱形国际千克原器的质量．规定原子质量

单位是： 

( )
C

27
12

12
1kg103173538660.1u1 m=×= −             (1.2.2) 

质量的测量似乎也是很简单的．我们可以用天平来称量物体的质量．我们
称这样测出的质量为引力质量，因为实际上天平是用来比较物体所受引力的大

小的．当我们认为质量是惯性的量度时，我们有衡量物体惯性大小的惯性质
量．没有理由认为两者一定相等．实际上，同一物体的引力质量和惯性质量彼

此是相等的，在 10–11的精度下没有发现差别(见§ 4.3)． 
没有理由反对说“质量也是与运动有关的”．静止质量是物体和观察者相对
静止时测得的质量．在微观尺度上静止质量并不守恒．例如，在原子核的裂变

和聚变反应中，释放能量的同时总是伴随着质量的减少．以光速运动的粒子其
静止质量为零．典型的质量见表 1.4，大小相差 1084倍． 

表 1.4  典型的质量 

已知宇宙 1053 kg 

银河系 2.2 × 1041 kg 

地球 6.0 × 1024 kg 

人 6.0 × 101 kg 

灰尘 6.7 × 10–10 kg 

烟草花叶病毒 2.3 × 10–13 kg 

质子 1.7 × 10–27 kg 

电子 9.1× 10–31 kg 

民用时间的单位是(平均太阳)秒，即一天(平均太阳日)的 1/86400．1956年
国际计量局规定1秒等于1900年1月1日0时整回归年的1/31556925.9747．1967
年国际计量大会选择铯原子(133Cs)两个超精细能级跃迁所对应的辐射的周期 T
作为时间间隔基准： 

T7706311929s1 =                     (1.2.3) 

秒与这一辐射的频率的关系是 

s7706311929=ν                    (1.2.4) 

时间与运动是密切相关的．事实上，钟表只是记录重复运动事件而已．就

计时而言，我们同样可以说运动的时钟也许和相对我们静止的时钟快慢不一样，

从而双胞胎之一如果作星际飞行归来生物年龄将发生变化． 
*时间的“单向性”问题是物理学的根本问题之一，事实上这和“不可逆”过程有关． 
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典型的时间见表 1.5，大小相差 1060倍． 

表 1.5  典型的时间 

宇宙的年龄 3 × 1017 s 

地球的年龄 1. 3 × 1017 s 

人的平均寿命(life expectancy) 2 × 109 s 

1天 8.6 × 104 s 

典型的分子旋转周期 1 × 10–12 s 

快速运动粒子穿越原子核的时间 3 × 10–24 s 

普朗克时间 10–43 s 

真空光速以及下面两个普适物理常量非常重要： 

s J10)82(596571054.1
2

34−×=
π

=
h

普朗克常量                (1.2.5) 

2211 kgm N10)10(673.6 −×=G引力常量                        (1.2.6) 

这些数值具有深刻的物理意义．例如，光速的值(确切地说其他速率和它的比值)
决定了相对论效应是否明显，而普朗克常量则与量子力学有关．伽莫夫(George 
Gamow)和斯坦纳德(Russell Stannard)所写的有关这方面的科普读物《物理世界

奇遇记(最新版)》为我们描写了在普适常量具有不同数值的奇异世界里将是怎

样的景象[13]，值得一读． 
几何上，面积是(长度)2，就说平面对象是 2 维的；体积是(长度) 3，就说立

体的对象是 3 维的．实际上 2、3 正是要研究的量(面积、体积等)所包含基本量

(长度)的幂次．这一做法可以推广到其他物理量，以此来描述它们和基本量之

间的关系．比如说速度是长度/时间，我们就说速度的量纲(dimension)是(长
度)1(时间)–1．若以 L、M 和 T 分别表示 3 个基本量长度、质量和时间的量纲，

则速度的量纲为 dim v = LT–1．哈勃(Hubble)常量 H0是 
11

0 Mpcskm100~50 −− ⋅⋅=H                 (1.2.7) 

其倒数是时间量纲：H0
–1 ≈ 109 ~ 1010a (a为年的符号)，这是宇观问题的时间尺

度．用光速乘以这一常量，得到哈勃半径——可观察宇宙半径．量纲比起单位

来更基本，它是检查方程是否正确的基本手段． 
无量纲的量常常有重要的应用．例如，流体力学中的雷诺(Reynold)数 Re = 

ρvd/η就是无量纲量，它的大小可以作为运动状态的判据．另一个例子是等离

子体参数Γ = βe 
2/ a ，它是耦合强度的度量．事实上，它是离子平均势能和热运

动动能之比． 
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无量纲量可以有单位．例如，行星轨道周期变短的速率的单位是秒/世纪．

两个时间单位不能约掉．在这里我们可以看到量纲和单位是有联系的，但是完

全不同的两个概念． 
在各个不同的领域，我们常常用一些特征量作单位来使得方程无量纲化．

这样的方程往往除了无量纲的变量以外只包含一些数值常数，最多还包含极少

数(例如一个)由这些特征量组成的无量纲量．因此，这样的方程有较大的普遍

性．有些理论物理学家喜欢采取“自然单位”，他们把 c、h、me 都取作 1，在

运算的结果中再将其恢复．我们可以用一定的量构成指定量纲的量或无量纲量．

某些无量纲量，特别是用普适常量 G、h、c、e 等构成的无量纲量，往往联结

着不同领域中的效应． 

例 1.2  用三个普适常量 G、h、c 构造一个长度量纲的量． 

解：令lg = Gα hβ cγ，于是 

Ldim =γβα cG h  

式中常量的量纲可以直接从它们的单位得到，也可以从它们所在的公式得到．例如，    

dim G = T–2L3M–1 (QF = Gm1m2/r
2 , F = ma)．代入三个常量的量纲后，我们有 

 LTML 1223 =−−−+−++ γβαβαγβα  

结果是α = β  = 1/2, γ =  –3 /2．所求的长度量纲的量为 

m106.1 35
21

3g
−×≈⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

c
Gh

l  

如果存在基本长度的话，这可能就是下限． 

在进行量纲分析的时候可以利用已知的定律或公式(它们的量纲关系当然

是正确的)．例如，我们知道功、能的量纲是一样的，由功以及引力的表达式 

rFrF
3

21,
r

mm
GW −=⋅=

 

可以推出与引力有关的能量的表达式，从而用球的质量和半径构造出一个具有

能量量纲的量： 

R
m

GU
2

−=
 

称它为引力自能．–U 即球对称质量的结合能，它给出了使这个球成为碎片所

需要的能量．这个式子和精确的表达式相比，只差一个数值常数．如果球的质量

是均匀分布的，这个常数就是0.6．对于球壳来说，此常数是0.5．量纲分析以最

简单的方式给我们提供了正确的物理结果，只是差一个跟具体模型有关的数值常

数．在没有关于模型结构详细信息的情况下，量纲分析的结果恰恰是最合理的． 
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§ 1.3  物理学中的近似 

在作近似的时候，我们常常要先进行比较．只有同量纲的量才能比较它们

的大小．如果两个量 f (x)、g (x)随 x (x为自变量．为了比较的方便可以随意地
把相关的物理量中的一些作为函数，另一些作为自变量，这与其中的因果毫无
关系．) 变化时有如下关系： 

( )
( ) ∞<<=

→
CC

xg
xf

ax
0     ,lim                  (1.3.1) 

我们说当 x 趋向 a 时它们具有相同的数量级(order of magnitude)，并写作 

))(()( xgOxf =  
例如： 





∞→
→

=+
xxO
xxO

xx
,)(

0,)(
53

4

2
42

 

通常我们把差10倍作为差 1个量级．当a 比b小两个量级以上时，我们说a << b．当
一个物理量减小到原来的1/e 时，其变化当然是较明显的．从这个意义上来说，
有e–1 << 1．就数学的严密性而言，这当然是不满足的．这里，我们可以只将其
看作“有了明显变化”的同义语．如果 

( )
( ) 0lim =

→ xg
xf

ax
                       (1.3.2) 

我们说当 x 趋向a 时f (x)是g (x)的无限小量，并记作f (x) = o(g (x))． 
在绝大多数情况下，为了简化问题常常丢掉无限小量或者至多只保留它的
一次幂．对于非线性系统，问题对初值十分敏感．有时候初值的极其微小的不

同会导致令人难以相信的差别．在天气系统中的所谓“蝴蝶效应”就是指这样
一件事：今天一只蝴蝶在北京拍动一下空气，就足以使下个月纽约的一场暴风

雨为之改观． 
利用级数展开可以来求极限、估计量级或分离不同量级的量．这里我们只
提一下其中的一种展开方式──泰勒级数(Taylor series)： 

( ) ( ) ( ) ( ) )  (
!2

1 2
0000 的收敛半径小于fxxxfxxfxfxxf L+′′+′+=+

 

最常用的函数的泰勒级数展开式有 

11
1

1 2 <+++=
−

xxx
x

，L
 



第一章  绪    论 10 

( ) ( ) 11
!2

111 2 <+−++=+ xxqqqxx q ，L
 

笼统地认为近似总不如严格解的观点是不可取的．正确地、巧妙地运用近

似，是有经验的科学工作者的基本技能．有时候我们似乎能严格地解一些问题，
实际上这可能包含着更根本的近似──模型近似．所有的理论模型都是近似的，

它只把最主要的效应考虑在内．例如，在粒子物理学中，重力一般都不考虑．又

如，当我们用一个统一的重力加速度的时候，实际上已假定了地球是一个均匀
的圆球．此外，当我们用库仑定律 

2
12

21

04
1

r
qq

F
επ

=
 

来计算两个电荷之间的作用力时，电荷的尺寸必须比其间距小得多．也就是说，
把它们看做点电荷，否则就要计及它们的大小． 
有时候人们可以通过拟合实验数据来建立一些模型(当留有足够多的可调
参数时，拟合数据实在是太容易了)，而这种模型若能与观测不同侧面的多个实
验结果都吻合，简直是一种幸运． 
对于某些模型，问题也许有严格的解析解．但对于大多数情况，都还需要
作数值计算或运用数学近似． 

§ 1.4  矢量 

标量是只有大小(一个数和一个单位)的量．质量、长度、时间、密度、能
量和温度等等都是标量．矢量(vector)是既有大小又有方向的量，并有一定的结
合规则．位移、速度、加速度、角速度、力矩、电场强度等等都是矢量．矢量
有以下几种表示方式： 

• 几何表示  有指向的线段； 
• 解析表示  如A = (A1, A2, A3)，大小为A = | A|； 
• 张量表示  按照一阶张量的变换规律变换． 

如果两个矢量有同样的大小和方向，则彼此相等．长度为一个单位的矢量称单

位矢量，记作eA = A/A．矢量和标量之间可以
有各种函数关系，如标量的矢量函数r = r( t)、
矢量的标量函数W = W(F, r)等等． 
矢量有以下的结合法则： 
(1) 矢量的加法 
矢量根据平行四边形法则或三角形法则

(见图 1.2)合成．矢量加法满足： 
 

图 1.2  矢量的加法 

A+B 
B 

A 
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•  交换律(commutative) 
ABBA +=+  

•  结合律(associative) 
CBACBA ++=++ )()(  

零矢量通过下式定义： 
AA =+ 0  

并不是所有的量都满足交换律的．比如对于旋转运动，旋转的次序是否可以颠

倒呢？也就是说θ x  + θ y = θ y+ θ x是否成立呢？从图1.3可以看出，砖块按照不
同次序旋转，其结果不相同．旋转也可以绕附在砖块上的轴进行，结论将是一

样的．当然绕同一轴的两次旋转，其次序可以交换，但这并不妨碍我们得到的
结论：有限旋转不是矢量．一般地说，不在一个平面内的两次旋转的效果是与

次序有关的，不过随着角位移的逐渐减小，结果将越来越趋于一致．利用矢量

分析理论，可以证明无限小角位移是矢量，或者更精确地说是轴矢量． 

 (2) 数乘 
一个矢量 A 乘以一个标量λ结果仍为矢量，λA = C．这个矢量的大小是

C A= λ ；当λ > 0时，它和原矢量平行；如果λ < 0，则反平行．数乘满足： 
•  结合律 

AA )()( λµµλ =  
•  分配律(distributive) 

AAA µλµλ +=+ )(  
BABA λλλ +=+ )(  

这里没有定义矢量的减法，但是结合加法和数乘(–1)，就可以得到有关的结
果．例如，A – A = A + (–1× A) = 0． 

 
图 1.3  有限旋转 

z 

z z 

z 

x 

y 
x 

θy 

θx 

θx 

θy 

(a) θx +θy 

(b) θy +θx 

y 
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(3) 矢量的分解 
在一个平面内，如果存在两个不共线的矢量 e1 和 e2，则平面内的矢量 A就
可以分解为：A = A1 e1 + A2 e2．最常用的是 e1 和 e2相互垂直．在 3 维空间中，
作这样的分解需要 3 个不共面的矢量． 

(4) 标量积(点积、内积)(scalar, dot, inner product) 
两个矢量的标积是一个标量， 

 cosθAB=⋅ BA  

式中θ 是两矢量的夹角．当B为单位矢量时，标量积就是矢量 A在单位矢量方向
上的投影．显然， 

ABBA ⋅=⋅  
标积满足分配律： 

CABACBA ⋅+⋅=+⋅ βαβα  ) (  

A·A = A2 ≥ 0． A A⋅ = 0意味着A是零矢量． A B⋅ = 0又意味着什么呢？它说明
其中之一是零矢量、两者都是零矢量或两者相互垂直． 

(5) 矢量积(叉积、外积)(vector, cross, external product) 
A×B  = C是一个(轴)矢量，它的方向定义在从 A 到 B 右手螺旋的前进方向

(图 1.4)；其大小是| A × B | = AB sin  θ  (0 =  θ  = π)，恰好是以这两个矢量为边的
平行四边形的面积(图 1.5)． 

矢量积有如下性质： 
ABBA ×−=×  

( )
0=×

×+×=+×
AA

CABACBA βαβα
 

矢量积既然是矢量，它还可以再和其他矢量进行矢量乘积： 

( ) ( ) ( )BACCABCBA ⋅−⋅=××  

极矢量和轴矢量(赝矢量)在镜子面前将表现出不同的行为，当 A×B 平行或
垂直镜面时，其成象规律完全不同(图 1.6)．事实上，我们正是根据这种行为来
定义轴矢量和极矢量的． 

   

      
图 1.4  右手螺旋 图 1.5  平行四边形的面积 

B 

A θ 
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(6) 混合积  
3 个矢量可以用以下方式进行结合，其结果称为混合积．混合积有以下的
循环性质： 

( ) ( ) ( )
( ) CAB

ACBBACCBA
⋅×−=

⋅×=⋅×=⋅×
 

混合积可以用来计算平行六面体的体积． 
矢量可以用来作为标量运算的工具． 

例 1.3  求下列两函数之和： 

( )
( )222

111

cos
cos

ϕω
ϕω

+=
+=

tAx
tAx

 

解：设 i 是 x 方向的单位矢量，可以借助于矢

量合成方法： 

)cos(
)( 212121

δω +≡
⋅+=⋅+⋅=+

tA
xx iAAiAiA

 

其中的 A、ω t + δ 可以由图 1.7中的几何关系求得． 

例 1.4  求和 

( ) ( ) ( ) L+++ ϕϕ 2coscos0cos AAA  

解：我们可以将求和想象成求由若干个大小相同的矢量

A1, A2, A3,L叠加的投影，相邻矢量的夹角为ϕ．由图 1.8可以

看出 

22
sin AR =





 ϕ  

两个矢量叠加的结果是 

                
 

极矢量 轴矢量 

图 1.6  极矢量和轴矢量 

 
A2cos(ωt+ϕ2)    A1cos(ωt+ϕ1) 

图 1.7 

 
图 1.8 

A 
B 

A 

B 

R 

A 

ϕ 
A Acosϕ 

ϕ/2 

x i 

A 

A2 

A1 
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2          ,
2
1

2
sin 21 =+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅ nnR AAϕ  

消去 R 以后可以得到 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

=+

2
sin

2
2sin

21 ϕ

ϕ

AAA  

对于求和 

∑
−

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

1

0

0 cos
N

n
N
ntkx

N
A ϕω  

可以利用前面的推导得到结果 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

= ϕω
ϕ

ϕ

N
Ntkx

N

N
N

N
A

A
2

1cos

2
sin

2
sin

0  

对于矢量来说，必须区别定义过的运算和没有定义过的运算．例如，下面

的表达式都是非法的： 

( )DCB
A

exp    ,    ,ln    ,1
 

矢量是不同于标量的数学对象，将矢量等同于标量的表达式肯定是不正确的． 
矢量在物理学中有着广泛的应用．许多物理量是矢量，例如， 

∑
∑=×=×=

i

ii

m

m r
rFrrF c,,,, ωωvv

 

大多数矢量可以用大小和指向来说明，叫做自由矢量．有一些量可以用沿某一

直线的矢量来表示．例如用杆秤来称量时，砣和物上的重力可以用通过悬挂点

的竖直线上的矢量来表示，至于在线上的位置则无关紧要．这类矢量叫滑移矢

量．有些矢量，如空间点的电场强度，则是完全束缚的． 
利用矢量运算，不需要依赖于具体的坐标系，可以使得描述物理现象的方

程的普遍性得到更好的反映．矢量运算也较简洁，不过在很多情况下，还是需

要选定坐标系用分量来进行具体运算． 

§ 1.5  正交坐标系 

一个坐标系需要有由基矢量(base vectors)组成的基．基矢量相互正交的坐

标系称为正交坐标系(orthogonal coordinate system)．此外也还有斜交坐标系，
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本书中只采用正交系．我们熟悉的直角坐标系(Cartesian system)的基是(i, j, k)，
其中的基矢量都是单位矢量，且满足正交和右手螺旋关系： 

jiki,kjk,ji
kkjjiiikkjji

=×=×=×
=⋅=⋅=⋅=⋅=⋅=⋅

        
1    ,0

 

一个矢量可以用基矢来展开： 
kjiA    321 AAA ++=  

利用单位矢量的性质和正交关系，可以求得矢量的三个分量为 

kAjAiA ⋅=⋅=⋅= 321    ,   , AAA  

利用矢量运算的分配律，可以求得用分量表示的运算结果．例如： 

332211 BABABA ++=⋅ BA  

( )
321

321

321

321

321

CCC
BBB
AAA

BBB
AAA =⋅×=× CBA
kji

BA ，

 

基矢量不一定是正交的或右手的，可以是斜交的或左手的，但是，它们必须是

完整的和线性独立的．完整性要求它们的个数和空间维数一致．如果一组矢量

满足关系式 
0=+++ nnCCC AAA L2211    

的条件是所有系数为零，我们就说这些矢量是线性独立的，否则就说是线性相
关(linearly dependent)的．如果这些矢量中包括有零矢量，则一定是线性相关
的．两个线性相关的矢量一定共线 (collinear)．3 个线性相关的矢量一定共面
(coplanar)． 
除直角坐标系以外，极坐标系也是常用的．平

面极坐标(planar polar coordinates)系的基由径向
基矢量和横向基矢量组成(eρ ,  eϕ)，见图 1.9．它
们满足以下关系： 

0    ,1 =⋅=⋅⋅ ϕρϕϕρρ eeeeee =  

平面内任意矢量可以表示为 

ϕϕρρ eeA   AA +=  

而位置矢量是ρ  = ρeρ，其分量和端点坐标分别是(ρ , 0) 、(ρ , ϕ)．在直角坐标
系中分量和端点坐标是一致的，而在极坐标中两者却不一致，这一点应该引起
注意． 

 
图 1.9 平面极坐标 

ρ 

O 
ϕ 

eϕ eρ 
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当考虑三维问题时，我们需要用到柱坐标系(cylindrical polar coordinates)或
球坐标系(spherical polar coordinates)，如图 1.10所示． 

它们的基以及任意矢量在其中的表示如下： 

( kee  , , ϕρ ) ( ϕθ eee  , ,r ) 

keeA   zAAA ++= ϕϕρρ  ϕϕθθ eeeA AAA rr ++=   

在极坐标中进行分量运算时，下面的转换式是很有用的， 

( )jike   sin  cos sin  cos    ϕϕθθ ++=r  
( )jike   sin  cos cos  sin ϕϕθθθ ++−=  
jie   cos  sin ϕϕϕ +−=  

下面，我们以平面极坐标为例说明怎样在极坐标系下求导．如果位置矢量
是时间的函数，则 

 )(    )( tt ϕϕρρ == ，  

极坐标系基矢的指向也是时间的函数，如果将它们用直角坐标来表示， 

e i j

e i j
ρ

ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

= +

= − +

cos sin

sin cos  

求导就比较直截了当．这两个基矢随时间的变化为 

( )

( ) ρ
ϕ

ϕ
ρ

ϕϕϕϕ

ϕϕϕϕ

eji
e

eji
e

&&

&&

−=−−=

=+−=

sincos
d

d

cossin
d

d

t

t

 

以上结果也可用图形方法得到．对相差时间间隔 dt 的两个径向单位矢量eρ(t)和
eρ(t + dt) = eρ(t) + deρ(t)作图，如图1.11所示，可得到基矢的增量为deρ = 1·dϕeϕ．有

        
柱坐标 球坐标 

图 1.10  柱坐标和球坐标 

θ 

er 
eϕ 

eθ 

O 
ϕ 

k 

O 
ϕ 

eϕ 

eρ 
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有了基矢的变化规律，速度和加速度就容易求得： 

ϕρ

ϕρ

ϕρϕρϕρρ

ϕρρ

ee

ee

)2()( 2 ++−=

+=

ρ

ρ
 

把这些表达式用于圆周运动，得到： 

ϕ

ϕ

ϕρϕ

ϕρ

e

e

+−=

=

ρρ

ρ
2  

对于匀速圆周运动(uniform circular motion, UCM)，横向加速度项为零． 
*在极坐标系中，基矢是不固定的，我们称它为动参考系．另外，还有一种动参考系：基

矢在切向和法向的内禀(intrinsic)坐标系．对于一条曲线，比如说运动轨迹 y = y(x)，我们这

样来定义切向和法向：假定曲线可以用参数方程 x = x(t)、y = y(t)来描述，随时间的增加，点

P(x, y)运动的方向为曲线的正向，切向基矢就位于切点上曲线的正向，而法向基矢则位于切

点且指向从切向基矢逆时针转过 90°的方向．在图 1.12 中，我们画出了两个系统的基． 
利用内禀坐标系，可以把速度和加速度表示为： 

ttd
d ee v==

t
s

v  

n

2

t

t
tt

d
d

d
d

d
d

d
d

d
d)(

d
d

ee

eeea

ρ

τ
τ

vv

v
v

v

+=

+==

t

t
s

stt
 

式中ρ 是曲率半径(radius of curvature)，有 

232

2

2

d
d1

d
d

1
d
d

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

==

x
y

x
y

s ρ
τ

 
例 1.5  标准型的椭圆曲线方程是 

)10(
cos1

<<
+

= e
e
p

ϕ
ρ  

 
图 1.11 

 
图 1.12 

en et

τ 

eϕ
eρ

ϕ 

eρ + deρ deρ 

dϕ

eρ 
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试求作椭圆轨道运动物体的径向加速度． 

解：我们已经知道在平面极坐标中
2 ϕρρρ &&& −=a ，代入题中ρ 的表达式即有 

( )
0     ,

1

22
min2

2
=−=

+
−= ϕ

ϕ
ϕρ p

r

e

p
a

&
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它们相应于近日点和远日点(perihelion and aphelion)或近地点和远地点(perigee and apogee)的

径向加速度，与法向加速度只差一个符号． 

习    题 

1.1. 为了方便起见，第十四届国际计量大会推荐了如表 1.6 所示的国际单位的词头(SI 

prefixes)．我们熟悉的 km(kilometer)、cm( centimeter)都是加词头的单位．(a)皮秒光学、飞秒

光学各涉及什么时间量级?(b)纳米(nanometer)材料涉及什么量级的尺度?(c)eV(电子伏)是能

量单位, MeV 和 GeV 分别是多少 eV? 

表 1.6  SI 词头 

因数 词头名称 符号 因数 词头名称 符号 

101 十  deca da 10–1 分  deci d 

102 百  hecto h 10–2 厘  centi c 
103 千  kilo k 10–3 毫  milli m 

106 兆  mega M 10–6 微  micro µ 

109 吉  giga G 10–9 纳  nano n 
1012 太  tera T 10–12 皮  pico p 

1015 拍  peta P 10–15 飞  femto f 

1018 艾  exa E 10–18 阿  atto a 

1.2. 哈勃半径给出了可观察宇宙半径的量级，它相当于多少 l.y.(光年)? 

1.3. 地球的质量是 5.98 × 1024 kg．利用阿伏伽德罗常量，我们可以说它近似为 10 mol

个千克．按这一说法，地球的质量是多少?其精度如何? 

1.4. 1a(一年)近似等于π×107 s，这一近似的百分误差是多少? 

1.5. 质子的半径约 10–15 m，哈勃半径约为 1026  m，在对数标度上，居间的距离是多少?

试举出这样大小的一个有物理意义的量． 

1.6. 无量纲量可以有单位，试举两个这方面的例子． 

1.7. 用三个普适常量分别构造具有：(a)时间量纲的量；(b)质量量纲的量． 

1.8. 利用一球状质量分布的参数(m, R)和常数 G 构造一个具有速度量纲的量． 

1.9. me c2是和电子相联系的特征能量，你能否据此定义一个电子“半径”? 

1.10. 一质量为 m的物体悬挂在劲度系数为 k 的弹簧下面，物体受力正比于其位移，比
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例系数即为 k．利用量纲分析，求出物体-弹簧系统的振动周期 T 对 k、 m 等量的依赖关系(忽
略摩擦)． 

1.11. 一个容积为 V 的盒子内盛有 N 个质量为 m 的粒子，粒子无规地在各个方向上以速

率 v 运动．利用量纲分析法，求出这种气体的压强对 N、V、m 和 v 的依赖关系． 
1.12. 低温下固体的热容与温度有关: CV = αT 3 + γ T,其中α、γ 为常量．在极低温下，它

和温度的什么函数有相同的数量级? 
1.13. 展开 2122 )cos2( −+− rara θ 到二级小量(r/a)2 (r << a)． 
1.14. A、B、C 都是极矢量，三重积 A×(B×C )是极矢量还是轴矢量? 
1.15. 作图说明:混合积 A·(B×C )表示平行六面体的体积． 
1.16.当矢量 A、B、C 作镜像变换时，混合积 A·(B×C )如何变换?设该混合积为非零的量． 
1.17. 已知矢量 
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π=  

试归纳出标量积 ji ab ⋅ 值满足的规律． 
1.18. 求例 1.3 中的 A、δ． 
1.19. 电荷在已知磁场 B 中的运动遵循 

Ba ×= vqm  

如果加速度 a 可以表示为ω×v，其中矢量ω 怎样用已知矢量 B 来表达? 
1.20. 证明：2 个线性相关的矢量一定共线，3 个线性相关的矢量一定共面． 
1.21. 一人从悉尼去波士顿旅行，两个城市的纬度和经度分别为(34S, 151E)和(42N, 

71W)． 出发和到达时的位置矢量是什么(用球坐标表示)?位移矢量又是什么?取地球平均半径

为 km10370.6 3× ，问两城市间的直线距离是多少? 
1.22. 在直角坐标系中有矢量 

)111(),025(),112( ，，，，，， === CBA  
求：(a) BA ⋅ , (b) BA× , (c) )( CBA ×⋅ , 

(d) )( CBA ×× , (e) )( CBAA ×+× , (f) )( BACBA ×−×⋅   
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所有的物质，大至天体、航天飞机，小至分子、原子、基本粒子都在不断

地运动．力学是物理学中研究物体机械运动的学科分支，讨论机械运动的描述、

成因和规律．所谓机械运动，指的是物体相对于其他物体(参考物体)的位置(距
离和方向)的变化、指向的变化以及物体各部分之间的相对运动(如形变)． 
运动总是发生在一定的时间和空间中．对时空观的研究也就成了力学的一个课

题． 
在运动学中，我们主要研究运动的描述． 
在动力学中，我们主要研究物体间的相互作用以及它们对相对运动的影

响．力学中涉及的相互作用主要是引力、电磁力以及各种电磁起源的力：摩擦

力、黏性力、表面张力和分子力． 
力学中所用的概念、量和方法在物理学的其他分支或其他学科中常常被直

接运用或作为参考．这主要是因为机械运动是最基本的运动,另外也是由于历

史和认识论的原因． 
1687 年，牛顿(Isaac Newton, 1642—1727)发表了他的《自然哲学数学原理》

(Principia Mathematica Philosophia Naturalis)一书．这是一个重要的里程碑，自

此开始了牛顿力学的时代．牛顿力学在行星运动以及其他很多方面取得了成功，

预言海王星(Neptune)的存在可以说是其辉煌的顶点．但是也正是在天文上，它

遇到了本质的困难：水星近日点进动(the precession of the Mercury’s perihelion)
周期的计算无法与观测值吻合． 

1905 年爱因斯坦发表了狭义相对论(Special Theory of Relativity)，把力学的

研究范围扩展到高能、高速情形．他的时空观也和牛顿不同．1916 年爱因斯坦

发表了广义相对论．该理论包括了加速参考系．作为引力理论，广义相对论具

有普适性，牛顿的万有引力理论只是其弱引力极限． 
20 世纪 20 年代发展起来的量子力学是研究微观客体运动规律的科学．相

对论和量子力学被认为是现代物理学的核心，而牛顿力学也就被称为经典力学． 
通常意义上微观是指原子、基本粒子尺度，而宏观是指我们的感官能直接

感知的、包含了极多的微观粒子的体系．大数粒子组成的体系中个别粒子的行

为和体系的整体行为分别称之为微观行为与宏观行为，也许这才是微观和宏观

的本义．力学(经典的或量子的)研究的是少体问题．它研究一个(或几个)物体相

对于其他物体的运动及其成因——相互作用．当这个(或这些)粒子处于大数粒子

体系中时，对它们的力学研究就是对系统“微观行为”的研究．这是为了强调

相对于整体行为的区别．对于单纯的少体问题，当然没有必要冠以“微观”字

样．例如，我们居住的地球是宏观客体，这是说它由大量下一层次的粒子组成．当

我们对地球的轨道运动进行研究时，并且不想讨论这一运动与大量这类客体组

成的大体系(比如说银河系)整体行为的联系与区别，则不应该说是微观研究．热

物理及热力学处理多体系统的整体行为，如温度、压强、热容等所谓的宏观量
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的宏观量及其变化规律，这种多体可多达 1023．对于这种系统，即使有超级计

算机算出所有个别粒子的运动，其“宏观行为”仍然不知道．统计物理或气体

动理学理论(kinetic theory of gas)赋予宏观量以微观解释，就在宏观和微观之间
架起了桥梁． 
牛顿力学是“决定论”的理论．知道了相互作用— —力的规律和某一时刻
的位置及速度，则可以推算出以后运动的所有情况．科学的发展促使人们的观

念发生变化、理论得以修正或被赋予新的含义．现在，我们知道决定论不是物

质世界的唯一描述方式，也许不是最基本的方式．至少我们知道有这样几种非
决定论的性质存在： 

• 微观客体的量子力学不确定关系； 
• 多粒子系统中个别粒子的统计不确定性； 
• 非线性动力系统中的不可预言性． 
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§ 2.1  物体的运动和运动的物体 

当一物体相对于另一物体的位置、指向发生变化时，我们就说该物体在运
动．我们把研究的对象叫做物体或系统，而把作为参照的对象叫做环境或参考

系统．物体的一部分相对于另一部分的位置、指向所发生的变化也是运动． 
当一物体仅发生位置变化时，我们说该物体在作平动．平动时物体的大小、

形状、结构、表面纹理等等都无关紧要，这时物体可以用具有同样质量的点来

代替．这样一种抽象出来的点，称为质点或粒子(particle)．研究多个物体的运
动趋势时，可以把它们看作质点组．分布性的物质叫做连续统(continuum)或称
流体(fluid)． 
当物体指向发生变化时，就是在作转动．对于转动物体，必须考虑其几何

形状等因素，但可以不考虑其各部分间的相对运动．作为一种模型，我们称这

种不发生相对运动的物体为刚体．此外，我们有弹性体或塑性体，它们可以作
振动或产生形变． 
在实际问题中，运动是复杂的，平动、转动、振动、变形等都可能同时出
现．在这种情况下，一般需要作简化或近似处理．例如，考虑地球绕太阳公转，

地球的平均轨道半径是 1.5×1011 m，地球的大小和自转运动可忽略不计．在这
种情况下，完全可以把地球作质点处理．至于地球的自转，其特征长度是地球
的平均半径，约 6.4×106 m．这时可以把地球考虑为刚性球或椭球．对于更小尺
度的运动如地壳运动、地震和地震波的传播，这时应将地球考虑作为可产生形
变的物体． 
运动是相对的，描述运动必须有参考系．对运动作定量描述时，还需要建

立坐标系．选取恰当的坐标系往往能使问题得到简化．时间与运动密切相关，
按照现代观点，计时还与参考系状态有关．在本书适当的地方，将会对空间和

时间作统一处理． 

§ 2.2  平动 

在单纯的平动问题中，物体被抽象为质点．这样做可以集中研究平动的普

遍规律． 
首先，我们选取参考点 O．从参考点作一矢量 r 指向质点所在位置,这一矢
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量叫做位置矢量(position vector)，如图 2.1所示．下面我们研究它随时间的变化

规律．设在 t 和 t +Δ t 时刻位置矢量分别为 r ( t ) 和 r ( t +Δ t )，它们的差Δr 
 )()( ttt rr −Δ+= 称为位移(displacement)．质点实际经过的路程用Δs 表示．我

们可以定义在时间间隔Δt 内的平均速度(average velocity)和平均速率(average 
speed)为 

tΔ
Δ

=
r

v
           

 (2.2.1) 

t
s

Δ
Δ

=v              (2.2.2) 

时间间隔Δt 取得越小，它们的值反映运动情况越

精细．瞬时速度和瞬时速率定义为 

tt Δ
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limv                         (2.2.3) 
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limv                         (2.2.4) 

利用切向单位矢量，我们可以找到速度和速率之间的关系： 
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v===
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通常，在平均速度和平均速率之间不存在这种关系． 
速度的大小和方向都可以随时间变化，我们用加速度来表示这种变化．在

t 时刻的瞬时加速度定义为 

td
dv

=a                       (2.2.6) 

瞬时速度和瞬时加速度的定义使得我们可以处理各种复杂的运动问题，而不再

局限于匀速、匀加速问题，也不需要求助于平均速度、平均加速度等概念． 
由(2.2.3) 式和(2.2.6)式，通过积分可以分别得到位移和速度： 

∫+= td 0 vrr
                       (2.2.7) 

∫+= td0 avv
                        

(2.2.8) 

(2.2.5)式至(2.2.8)式都是矢量关系式，在解具体问题时，常常需要采用它们的分

量形式．对于直线运动，我们只需要说明坐标原点以及坐标轴的正方向，然后

可以将位移、速度、加速度等都表示成分量形式． 

 
图 2.1  位置矢量 

r(t) 

O

Δs
r(t+dt) Δr
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例 2.1  质点 A 从某高度自由下落的同时在其下方上抛一质点 B，两者在空中相碰，见

图 2.2．设两者运动开始的瞬间 t = 0，求两者相碰时的高度． 
分析： A 和 B 都经受向下的常加速度，它们的高度随时间的变化关系可由(2.2.7)式和

(2.2.8)式求得．当两者的高度相等时就发生碰撞．这里用高度(位置矢量)而不是路程来表达

位置．初始高度和上抛速度是必要的参数，应先加以设定. 
解：运动中两质点的速度分别为 

t
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g
g

+=
=
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vv
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设 z 轴垂直向上并以地面为原点，则它们的高度分别为 
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其中设定了初始高度 h 和速度 v0．(解题者有权设定必要的条件) 
相碰时 hA = hB，由此得 t = h / v0．把它代入上面的方程之一，就得到两质点碰撞时的高

度 
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讨论：只有当给定的(或你设定的) v0 、h 满足下列条件，碰撞才可能发生: 

gh
2
12

0 ≥v
 

假如这一条件不满足，则会是什么样的物理情况呢？试考虑碰撞时间与质点 B到达最高点的

返回时间的几种不同关系(由设定的 v0 、h 决定)，以及相应的碰撞高度和返回高度的关系． 
例 2.2  已知质点运动的速度和加速度的关系 a = – k v2，求速度随距离的变化关系． 
分析：加速度为负，质点受阻力而作减速运动．流体中黏性力(viscosity)的大小就是依

赖于速度的，因此加速度依赖于速度：正比于速度、速度的平方或介于两者之间．根据本例

所给定的比例关系，加速度随速度减小而减小，这意味着速度开始衰减较快，然后减小较慢，

至于速度与距离的关系，也能想到大致如此． 
解：取速度方向为 z 方向，则 
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代入已知关系，则有 
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或 

 
图 2.2 
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v0 
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∫∫ −=
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积分后得 
( )[ ]00 exp zzk −−= vv  

讨论：速度按指数衰减，衰减常数就是阻尼系数 k，量纲为 L–1． 

实验表明：在二维运动中物体某一方向的运动独立于其他方向的运动，这

一事实称为运动的独立性．早在 17 世纪，伽利略(Galileo Galilei, 1564—1642)
就已经知道了运动的合成和分解规律． 

例 2.3  当上抛的飞碟(clay-pigeon)到达最大高度处时，射手瞄准并射击，问能否击中目

标呢？ 
分析：假定运动发生在一竖直平面内，飞碟

和子弹都有一恒定加速度 g．利用位置矢量描述

飞碟和子弹． 
解：取枪口(muzzle)作为参考点 O，飞碟的

初始位置矢量为 r0，子弹的初始速度为 v0，如图 
2.3 所示．则时刻 t 飞碟和子弹的位置矢量分别为 
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对碰的条件是 rc = rb，即 
t00 v=r  

这说明此时两矢量应是共线的(瞄准)． 
讨论：考虑竖直分量，同前例，我们可求得必要条件．把初始位置矢量写作 

kir 00 hd +=  

初始速度大小必须满足 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+≥ 2

0

2

0
2
0 1

2
1

h
dghv

 

即离飞碟越远初始速度应越大，这样才能击中目标．当 d 趋向于零时，就回到了例 2.1 的结

论． 

圆周运动是最简单的二维运动之一，在极坐标中，ρ (而不是ρ )为常量．从

§ 1.4 知 
ϕρ ϕρρ ee +=ρ                      (2.2.9) 

 
图 2.3  例 2.3 
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现在ρ̇  = 0，速度在横向．定义角速度矢量ω 的大小为 
ϕω =  

其方向使 eρ 、 eϕ 、 ω 三者满足右手螺旋关系．这样，圆周运动情况下速度可

以表示为 
ρωρ ×=            (2.2.10) 

如果我们选 O 正下方一点 O'为坐标原点，新的位置

矢量为 r'，则 r′+′=
⎯→⎯
OOρ ，如图 2.4 所示，我们仍

有 
rr ′×=′ ω  

不过对于在平面内的运动，显然选择平面内的点作

参考点较方便． 
对于匀速圆周运动，ω  = 常矢量．这样 

f
T

r

π=
π

=

=

22ω

ωv

 
其中 T 和 f 分别为周期和频率． 

匀速圆周运动中的加速度可通过下式求得:  

)( rrr ××=×= ωωω                 (2.2.11) 

请把它与§ 1.5 中的一般表达式作比较． 

§ 2.3  转动 

当我们研究转动的时候，必须考虑物体的大小、形状、表面纹理和结构等

等．不考虑物体的形变则可以称之为刚体．质点的运动涉及它对参考点距离和

方向的变化，而刚体的运动则还涉及指向的变化． 
首先我们来解释方向和指向(direction and orientation)这两个概念之间的差

别．在图 2.5的左图中，物体在作平动，附在物体上的箭头是始终平行的．在右

图中，除方位角变化(物体作平

动)外，附在物体上的箭头不再

保持平行．我们把这种指向的

变化称为物体的转动．这种变

化，可以通过角度的变化——
角位移 (angular displacement)
来表达． 

 
图 2.4  角速度 

 
图 2.5  方向与指向 

ω 

ω 

O

O '

r ' 
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在§ 1.4 中，曾提到有限角位移不是矢量而无限小角位移才是矢量．这样我

们有角速度矢量： 

td
dθω =                          (2.3.1) 

其方向与无限小旋转轴重合，而大小等于瞬时旋转速率． 
角速度作为矢量，遵循矢量的运算规则．在

摇头电扇中，可以将角速度分解为沿两个旋转

轴的分量(这种分解当然是很自然的)．在陀螺

仪(gyroscope)中也有类似的情况(如图 2.6 所

示)．所有的ω 都是可加的． 
在大多数情形下刚体既有平动同时又有转

动．如图 2.7，我们以回旋镖(boomerang)的平

面运动来解释这一点．在时间 t 内，回旋镖从

位置 AB 运动到 A2B1．这一运动可以看作同时

完成的一个平动和一个转动的合成．例如： 

• 从B到B1 (保持A1B1 / / AB)的平动和A1B1绕B1顺时针转动角度∠A1B1 A2； 
或 

• 从A到A2 (保持A2B2 / / AB)的平动和A2B2绕A2顺时针转动角度∠B2 A2B1 ． 

值得注意的是在两种看法中平动速率是不同的(因为 BB1 ≠ AA1)，而角速度(方向

和大小)是相同的．对于不同的参考点，Δr 可以不同，但Δϕ 都相同，这意味着

角速度是一样的．现在我们给出一个一般的证明．考虑回旋镖上任意点 P，以

 

图 2.6  陀螺仪示意图 

 
图 2.7  回旋镖的平动和转动 
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A2
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B
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A 点作参考，则它的位置矢量 rP可以用 A 点的位置矢量 rA和相对位置矢量 rAP

来表示，于是有 

 
d
d

d
d

PAAAPAAP tt
rrr ×+=+= ωvv  

同理 

 
d
d

d
d

PBBBPBBP tt
rrr ×+=+= ωvv  

注意到 

 AABBB

PAABPB

vv =×+

+=

r

rrr

ω  
以及P为任意点，可以推出 

BA ωω =  

这里将主要讨论定轴转动，因为这是转动的基本单元．一个一般的转动可

以由按一定次序绕三个轴的转动构成．在上例中，旋转轴随参考点平动，保持

相互平行(垂直于纸面)，平动和转动可以分别研究．以后我们将用“质心”(center 
of mass)作参考点，它的平动代表了整个物体的运动趋势． 

例 2.4 求地球绕地轴旋转的角速度． 
解：平均太阳日是 T = 8.640 × 104s．对应地球的角速度为 

15 srad10272.72 −− ⋅×=
π

=
T

ω
 

而恒星日(sideral day)为 T = 8.616 × 104 s，对应地球的角速度是 

15 srad10292.7 −− ⋅×=ω  

两个“周期”相比约差 240 s，哪一个正确呢？从图 2.8中可以看出后者

正确，因为当观察点再次面向太阳时，他已经转过了 2π + ϕ．据此以

及ϕ 值(~2π/365，为什么？），可以算得ΔT = ϕ /ω = 239 s．与所给数据

是一致的． 

与平动加速度相似的量是角加速度 

td
dωα =

                         
(2.3.2) 

对(2.3.1)、(2.3.2)式积分有 

∫+= td0 θθθ                       (2.3.3) 

∫+= td0 αωω
                     

(2.3.4) 

 
图 2.8 

地球 
地球 

ϕ 
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由于有限角位移不是矢量，在(2.3.3)式中用了角速度的大小，这样的表示只对
定轴转动才有实际的意义． 

§ 2.4  振动 

在相等时间里重复进行的运动叫做周期性运动(periodic motion)．数学上可
以将周期性运动表示为 

)()( tATtA =+
 
                     (2.4.1) 

其中 T 称作周期(period)，1/T ≡ f 称为频率(frequency)．大家熟悉的匀速圆周运
动就是一个例子，它可由下式来描述： 





=
=

tRy
tRx

ω
ω

sin
cos
                      (2.4.2) 

其周期是 T = 2π/ω．其它例子有，行星的轨道运动、血液循环、生态循环
(ecological cycle)和经济大萧条(economic depression)等等．某些周期运动可能没
有很严格的周期或数学表示．如果周期运动在空间上是来回往复的，我们称之
为振动(oscillatory or vibratory motion)．振动可能包含着平动或转动，或两者都
有，不过振动有其特有的时空特征：时间上的周期性和空间上的重复性．我们

可以列举很多可以进行振动的系统：弹簧下挂一重物，提琴或钢琴的弦，单摆，
鼓膜，分子中或晶格中的原子，等离子体(plasma)，电子电路，声带和耳膜等
等．振动可以是很复杂的，包括不止一个频率．如果振动可以用单一频率的谐
函数来描述，我们称之为简谐振动(simple harmonic oscillation)或简谐运动
(simple harmonic motion)．简谐振动的最简单的表示式是 





−=
=

t
t
ωθωθ

ωθθ
sin

cos

0

0

&
                      

(2.4.3) 

一般的表示有下列3种： 

tt BAx

tAx
tBtAx

ωω

ϕω
ωω

ii ee

)(cos
cossin

−+=

+=
+=

                 (2.4.4) 

现在我们采用第二种形式来作讨论．系数 A 叫做振
幅(amplitude)，括号中的量ω t + ϕ = Φ 叫做相位
(phase)， ϕ 是初相，而 ω 称作角频率 (circular 
frequency)．根据三角函数的周期性及周期的含义，
时间上一个周期相当于 2π 的相位差，也就是说 

 
图 2.9  SHM与 UCM 

O P 

Q 
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Φ (T + t) − Φ (t) = 2π，所以 T = 2π/ω． 
如图 2.9所示，点Q作匀速圆周运动,可以用位置矢量 R 来描述．点 P作简
谐振动，其位置矢量可以认为是 R 的 x 分量．采用这一图象，我们就有表 2.1
所列的对应关系．在这种对应的意义上看，ω < 0的振动对应于顺时针的匀速圆
周运动． 

表 2.1 

 简谐振动 (P) 匀速圆周运动 (Q) 

A 振幅 半径 

ω t +ϕ 相位 角度 

ϕ 初相 初始角 

ω 角频率 角速度 

f 频率 公转速率 

T 周期 周期 

x 位移 沿直径的投影 

两个一维同频率的简谐振动，即 





+=
+=

)cos(
)cos(

222

111

ϕω
ϕω

tAx
tAx

                  
(2.4.5) 

可按三角函数关系进行叠加；也可如图 2.10所示，先将 x1, x2看作是矢量的投

影，再将矢量投影和叠加交换次序，按下列方式进行运算： 

)(cos)( 212121 δω +=⋅+=⋅+⋅=+ tAxx iAAiAiA  

利用图 2.10中标出的各矢量的振幅和初相可算得振幅为 

( )1221
2
2

2
1

2 cos2 ϕϕ −++= AAAAA  

初相位δ 的正切值为 

2211

2211

coscos
sinsin

tan
ϕϕ
ϕϕ

δ
AA
AA

+
+

=
 

当ϕ 1 = ϕ 2时，振动是同相(in phase)的，
两矢量共线．这时合矢量的振幅为 A = A1 + A2，

我们就说振动是完全相长的(constructive)． 
当ϕ 1 –ϕ 2 = π 时, A = | A1 – A2 |，我们称这两个振动是反相的(in opposition)
或者相消的(destructive)．相应的矢量和位移图见图 2.11． 
当ϕ 1 –ϕ 2 = π / 2时，我们称两个振动具有正交相差(quadrature)，振幅为 

 
图 2.10  振动叠加的矢量表示 

A,δ 
A2,ϕ2 

A1,ϕ1 
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2
2

2
1 AAA +=  

对于两个不同频率的一维简谐振动，我们可用同样的方法进行合成．由于

相差不再保持常值，为简单起见令它们的初相位均为零，有 





=
=

)(cos
)(cos

222

111

tAx
tAx

ω
ω

                     
(2.4.6) 

振幅的瞬时值为 

( )[ ]{ }
2121

21
2121

2
2

2
1  cos2

AAAAA

tAAAAA

+≤≤−

−++= ωω
 

当 A1 = A2 = A时， 
( )








 +







 −
=

+=+

ttA

ttAxx

2
cos

2
cos2

coscos

2121

2121

ωωωω

ωω

          

(2.4.7) 

振幅按以下调制因子(modulating factor)变化： 








 −
t

2
cos 21 ωω

                       
(2.4.8) 

振幅的这种起伏变化称作拍(beat)，其图形如图2.12所示．对ω 1、 ω 2、 A1、 A2

的一般值，合成波形可用计算机来描绘． 

 
图 2.11  两个振动的相消叠加 

 
图 2.12  振幅调制 

A1 

A2 
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另外，还有一种表示复杂振动的方法：在频率-振幅( f, A )坐标平面上依次
在 f i处作长度为 Ai 的垂线以构成“频谱图”(参见附录 D)．该方法的优点是振
动的“成分”一目了然． 
两个相互垂直的简谐振动的叠加可以直接通过位置矢量的合成而得到．利

用示波器(oscilloscope)中的电子束也很容易完成这种叠加．当在垂直和水平输
入端分别输入两个待叠加的信号时，荧光屏上光斑的轨迹就是这种叠加的结果，

称作李萨如曲线(Lissajous curves )或李萨如图(Lissajous figures)． 

§ 2.5  相平面和相空间 

为了描述运动，我们需要说明位移和速度，或者角位移和角速度．例如，

我们可以作图使得变化规律 

r r
r r

=
=





=
=





( )
& & ( )

,
( )
( )

t
t

t
t

θ θ
ω ω  

更加形象．如果能消去位移方程 x = x ( t ), y = y( t )中的时间变量，我们就得到轨
迹方程 y = y (x)．例如二维的圆周运动的轨迹为圆．一维运动的轨迹是什么？ 
以上所说的描述运动的方式是自然、简单的，长期以来人们相信这样的描
述方式提供了运动的所有信息．可是，现在我们知道未必如此．比如，为什么

我们不能作位移与速度的关系图呢？当然可以!问题是这样的图是否包含了新
的信息？(2.4.3)式提供了一个最简单的例
子，一对( θθ &  , )数值决定了一个运动状态．如
果我们逐点研究就可以得到一系列的数据，
这些点在θ θ− & 所构成的平面中，描绘出了一
个椭圆如图 2.13中的曲线 1．它的面积正比
于πωθ 0

2．对于理想情形，不同的振幅和频

率将描绘出不同的椭圆．当有阻尼存在时，

曲线是什么形状呢？注意这些图形不是实空
间中的运动轨迹，我们称之为状态空间的轨

迹或相空间(phase space)的轨迹— —相图． 
下面我们来研究一下单摆(见§ 3.2). 小幅度摆动时可用(2.4.3)式描写．相图

(θ θ， & )是椭圆．如果用轻杆来代替弦时，小幅度运动将是相同的．但是，在开
始时如果给以足够的速度，它就可以作转动，这种情况下，相图将如图2.13中曲
线 2所示．当开始时的冲击恰好使得小球到达最高点时速度为零，相图会如何
呢？首先可以确定在±π处速度为零，即曲线和横轴有交点．其次可以想象这种
状态处在摆动和转动之间，其相图为曲线 3．从这三种曲线可以清楚地看到系统
总体运动的三种不同类型，而不是个别时刻的状态．因此，我们可以确信相图

 
图 2.13  相平面中的轨迹 

θ 
π - π 

1 3 
2 

θ · 
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提供了更多的信息，或者说完整的运动学应该包括相图在内．图 2.14 和图 2.15
表示出相图中的几个典型成分：中心(center)、节点(node)、鞍点(saddle)和螺线
(spiral)． 

实际上相图对于研究混沌(chaos)有非常基本的意义．如果系统的相图是分形结
构(fractal)(见§ 28.2)，它就处在混沌状态． 

§ 2.6  伽利略变换 

运动总是相对于某个参考系而言的．为了作定量描述，我们必须建立坐标

系．常常会遇到这样的情况：描述运动容易的坐标系却不是我们要的坐标系．这

样就需要坐标系之间进行变换．例如，若我们知道船在河中相对于水流的速度，
却希望知道船相对于河岸的速度，就是这样的情形． 
考虑以速度 u 相对平动的两个坐标系 S 和 S'，在 t = 0时刻，S 和 S'的原点
重合．这样的配置称为标准坐标位形，见

图 2.16．在此后的任意时刻 t ，质点 A在
两个坐标系中的位置矢量之间的关系是 

→
′−=′ OOrr  

           
图 2.14  中心和节点 

            
图 2.15  鞍点和螺线 

 
图 2.16  标准坐标位形 

S S' 

u 

O O' x x' 
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对时间求导可以得到速度之间的关系： 

urr −=′                          (2.6.1) 

这一变换叫做伽利略变换(Galilean transformation)．需要强调的是这个公式并不

意味着式中 3 个速度必须在同一方向．一般情况下，3 个速度矢量构成一个三

角形． 
我们限于讨论 u 是常矢量的情形．这时位置矢量和加速度分别为 

rr
urr

=′
−=′ t

                       
(2.6.2) 

研究人们在雨中行走的问题时，就会遇到坐标系的变换问题．假定雨是垂

直下落的，下落速度为 v = –vk ，而人行走速度为 u．取行人为 S'系，则在行

人看来，雨滴的速度为 
u−=′ vv  

故有 

v

vv

u
u

=

+=−⋅−=′

αtan

)()( 222 uu vv
 

伽利略变换在通常的速度下都是有效的．在高速，比如速度接近光速时，

它被证明是有问题的．尽管如此，我们仍可试着用它来处理与光有关的问题． 
*首先，用伽利略变换来处理光行差(aberration of light)问题． 
假定星光来自天顶(比如来自γ Draconis）．但是望远镜垂直向上并不能观察到，原因是地

球在轨道平面运动时，其切向速度大小为 u ≈ 29 770 m/s，则望远镜必须转过一个角度才能

观察到这颗星．角度为 
410~arctan −=

c
uα  

这一结果大致正确，以后我们将讨论其中存在的问题． 

其次，用伽利略变换来讨论一个想象试验(gedenkan experiment)． 
设想我们离开距离 d 观察开炮．t = 0 时点火， ft′ = d/c 时见到这一动作．设炮弹出膛的

时间是 tout，则相应的观察到的时间是 outt′ ．毫无疑问，我们先看到点火动作后才看到炮弹出

膛．这意味着必须有 

v+
+=′<=′

c
dtt

c
dt outoutf  

也就是 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−>

vcc
dt 11

out  

当d足够大时，不等式可能遭到破坏，也就是说在足够远的地方可以看到因果颠倒．因此，

速度叠加公式对光不适用． 
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*§ 2.7  科里奥利加速度 

两个参考系可以是相互旋转的，例如高速离心机开动时试管参考系和桌面

参考系就是相对旋转的．试管中的颗粒沿试管作直线运动，而相对于桌面却是
螺线运动，因此我们也需要旋转坐标系之间的变换． 
考虑相对桌面 S作转动的圆盘 S'．如图 2.17所示．设转动角速度? 为常矢
量，指向垂直于盘面的 z轴正方向，转动轴位于圆盘中心 O'，桌面原点 O与之
重合．假定矢量 A固定在 S'上．注意到速度表示(2.2.10)式，dt时间内 A的增量
是 

( ) ( ) ( ) tttt ddd AAAA ×=−+= ω  

如果矢量同时相对于 S' 有一个增量 dA'，则相
对于 S的增量将是 

( ) AAA ′+×= ddd tω  

于是我们有一般关系式： 
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或者写作符号等式： 
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′

= ω
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(2.7.2) 

显然，将位置矢量代入上式可得到速度的变换关系： 
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(2.7.3) 

式中带撇的导数仅表示是在 S'系中进行而已，而并不表示时间上有什么不同．这
对于其它矢量也适用．比如，任意矢量可以用两个起自原点的矢量来代替．以
上做法完全可以推广到 3维情形．符号等式(2.7.2)是线性的(满足分配律)．对于
速度矢量，我们有 
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图 2.17  平面旋转坐标系 
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可见在S系中的观察者看来，加速度由3部分组成．第一项是S'系中的加速度．当

质点在 S'系中静止时，第三项的意义就可以明显看出： 

ρωωωω )()( ⋅−=×× r                    (2.7.5) 

即向心加速度．第二项称为科里奥利加速度(Coriolis acceleration)，这一项只有

当质点在S'系中运动时才有非零的值．*(2.7.4)式与平面极坐标中的加速度表示式(§ 1.5)

是否一致？如果角速度不是常矢量，(2.7.3)式和(2.7.4)式是否正确？如不正确，应该怎样修

改? 

下面我们讨论地球转动的影响．自转着的地球取作 S' 系，一个“不转的”

地球(平动框架)为 S 系．在地球参考系中，质点受到的重力加速度为 

)(20 rgg ××−′×−= ωωω v                 (2.7.6) 
我们知道 

2
0 sm8.9≈g  

srad10292.7 5−×=ω  
相比之下，惯性离心(centrifugal)项就小得多， 

0
222 sm1039.3)( gR <<×≈≤×× −ωrωω  

这样将它合并到有效重力加速度中去，(2.7.6)式就可以写成 

v′×−= ωmmm 2effgg                  (2.7.7) 

最后一项即为运动物体上的科里奥利“力”．需要注意的是，这一项完全是由坐

标系变换而来的，或者说是由于旋转坐标系中的观察者的看法与平动坐标系中

的不一样而产生的．通常我们可以说，科里奥利“力”是运动学效应．*科里奥利

力与纬度有关吗？南半球和北半球情况有区别吗？ 

根据(2.7.7)式可以对落体的偏向作出判断．粗略地说，落体的速度(零级近

似)在–r 方向．对于北半球，可以判定速度将偏向东方，也就是在−2mω×v'~ωk×er 
= ωeϕ方向．所谓落体偏东就是指的这件事．如果从(2.7.6)式考虑，结果会如何呢？ 

*讨论：上抛物体会落在抛出点吗？ 
地表的运动也一样受到科里奥利力的影响．从图 2.18 可以看出旋转导致运

动偏向前进的右手方向．我们可以将速度分解以求得定量的结果： 
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式中径向项由于 g 项的存在可以忽略．前两项精确地显示了加速度指向运动方

 
图 2.18 

ω 

−2(ω × v0) 
v
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向的右手边． 
有关科里奥利力的典型例子有大气中的气旋(whirling)．在天气预报节目

中，你也许见到过卫星云图中逆时针的气旋．在南半球这种气旋是顺时针的．傅

科摆是展示地球旋转的极好例子．1850 年，傅科(Foucault, 1819—1868)在巴黎

的万神殿(Pantheon)用了一个摆长为 67m 的摆，摆平面的偏转明确地告诉人们

地球是在旋转着的． 
科里奥利力在微观现象中也有所表现．例如，它使得转动分子的振动变得

复杂了，使得分子的转动和振动能谱之间相互影响． 

习    题 

2.1. 一带电粒子以 3.00×106  m/s的速度射入电场区，受到 1.15×1014  m/s2的逆向加速度．带

电粒子飞行多远后静止?能静止多久? 
2.2. 一自由落体在最后 1.0 s 内通过了其全程距离的一半．试求出该落体下落的距离及所

用时间． 
2.3. 一钢球从一建筑物的屋顶由静止开始自由下落．建筑物内一观察者站在高度为 1.3m

的窗前，发现钢球从窗的最上端落至最下端用了 0.125 s．钢球继续下落，2.0 s 后，与水平

地面发生完全弹性碰撞并上升至窗的最下端，试求该建筑物的高度． 
2.4. 设计一个实验，利用落体或上抛运动来测量重力加速度 g． 
2.5. 一地面雷达观察者正注视一抛射体，在某一时刻，他得到如下信息：抛射体达到了

最高点，并具有大小为 v 的水平速度，此时抛射体与观察者的直线距离为 ，观察者的视线

与水平面的夹角为θ． 
(a)计算抛射体的落地点与观察者的水平距离 d，用 、v、θ 表示． 
(b)抛射体是否能越过观察者的头顶? 
2.6. 蟹状星云中的脉冲星转速为 30 r/s，半径为 150 km．位于星体赤道附近物体的加速

度是多少? 
2.7. 在玻尔的氢原子模型中，电子围绕原子核作匀速圆周运动， 在半径为 5.29×10−11 m

的轨道上，其速度为 2.18×106 m/s，求氢原子中电子的加速度． 
2.8. 由于地球的自转，地球赤道上某一点具有一定的加速度，而地球本身由于绕太阳公

转，也具有一定的加速度，试求这两个加速度之比．假定公转轨道为圆形． 
2.9. 一音叉与频率为 384 Hz 的标准音叉形成每秒三次的拍频．当这一音叉的一支粘上一

小块蜡时，拍频降低．问这音叉的频率是多少? 
2.10. 试写一程序演示李萨如图形．可取 x =cos(2π⋅1⋅t+0)，垂直振动频率和初相位作可调

参数． 
2.11. 试作正交相差的两振动的矢量和位移叠加图． 
2.12. 讨论受周期性冲击的简谐振子．冲击导致速率的不连续跳变．它的相空间的轨迹

是什么?如果我们只取相空间中 t = T, 2T, 3T, …的点，图形是怎样的? 
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2.13. 在双阱势中，运动的相图是怎样的? 
2.14. 飞行员从 A 地向正东飞行至 B 地，然后返回．空气相对于地面的速度是 u，而飞

机相对于空气的速度 v' 为常量．试对风速： (a)为零、(b)正东、(c)正北，求来回飞行时间．在

后两种情形，对 v' 有什么要求? 
2.15. 一人欲划船渡过 500m 宽的河流．他相对于水的速度为 3000m/h，水流速度为

2000m/h．设人在岸上的行走速度为 5000m/h，(a)为了在最短时间内达到河对岸正对出发点

的位置，此人需选择怎样的路线? (b)该最短时间为多少? 
2.16. 一质量为 m 的病毒微粒存在于某溶液中，盛该溶液的试管置于一离心机上．离心

机以每分钟 n 转的速率旋转．在某个时刻，该病毒位于距旋转轴 r 处，并相对于试管以恒定

速率 v0 沿径向运动．试分别在下面两个参考系中，定量地考虑病毒的运动情形并给出所有

受力大小：(a)随离心机一同旋转的参考系；(b)固定的实验室参考系． 

参 考 文 献 
[1] Alonso M and Finn E J. Fundamental University Physics. Addison Wesley 

Publishing Company, 1978 
[2] Moon Francis C. Chaotic Vibrations. John Wiley & Sons, 1987 
[3] Shapiro Ascher H. Bath–Tub Vortex. Nature, Dec. 15, 1962 
[4] McDonald J E. The Coriolis Effect. Sci. Am., Jan. 1952 
[5] Correll M. The Case of the Coriolis Force. Phys. Teacher, Jan. 1976 



第三章  质点动力学 

§ 3.1  惯性定律和惯性系 

动力学的基本定律是牛顿运动定律．牛顿第一定律也称惯性定律．惯性定
律说： 

•    任何物体都将保持静止或匀速直线运动的状态，直到其他物体所作用的
力迫使它改变这种状态为止． 

另一种陈述是 

•    自由质点以恒速运动． 

所谓自由质点指的是不受任何作用力的质点，这当然是一种抽象．当质点是完

全孤立的或是宇宙间唯一的物体时，才可能完全不受力．实践中，这种情况一

般出现在质点远离其它物体，或它与环境的相互作用可以忽略不计的条件下，
也可能是受力局部抵消或在某一方向上抵消．气垫导轨就是一个例子，可以使

滑块所受合力为零．“恒速度”意思是没有加速度，运动发生在一条直线上． 
牛顿认为恒速(包括零速)是自然状态．意识到这一点似乎是理所当然的，
实际上，从历史观点来看，对于运动的观念经历过极大的变更．例如，希腊哲

学家亚里士多德(Aristotle, 384—322 B.C.)就认为(火、空气)上升、(土、水)下降
是自然的运动．现在我们知道这些运动都是受力作用的结果．亚里士多德对科

学方法论有卓越的贡献：从很少的简单假定出发，经过逻辑推理，描述相当复
杂的问题．他也提出了物理学中的一些基本问题．伽利略认为匀速运动是自然

的，惯性使物体维持它们原来的运动状态．伽利略的贡献除了自由落体运动的

推理[据传由他在比萨斜塔(Leaning Tower of Pisa)上做的实验]外，还有关于惯
性的思想、运动的独立性和运动的叠加等等． 
牛顿第一定律实际上是关于惯性参考系 (inertial frame of reference)的定
义．自由质点并不总是以恒速运动，牛顿的说法是以一定的参考系为前提的．通

常说“恒星”可以作为标准的非加速系，但是，这件事缺乏实验依据．就现在

的知识而言，整个宇宙在膨胀，所有远处的天体都在远离我们而去．我们不妨
采用这样的做法：把第一定律适用的参考系称为惯性系或伽利略系．第一定律

首先定义了惯性系，然后表达了惯性运动的规律．相对于某一惯性系作常速平
动的坐标系中，恒速运动将还是恒速运动，只不过速度矢量不同于第一个坐标
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系中的而已．反过来，所有的惯性系的速度都只差一个常矢量，或者说所有的

惯性系都是等价的．非惯性系可以导致像傅科摆、恒星的日和年的表观运动、

信风、气旋等现象． 
下面我们就地球作为惯性系的问题加以讨论．为简化起见，假定涉及的运

动为匀速圆周运动．对于匀速圆周运动，向心加速度为 

RTR
R

a 22
2

)2( π=== ωv
                                   (3.1.1) 

我们将有关数据列于表3.1中以便计算．利用表3.1中的数据，可以求得相应的

向心加速度，见表3.2． 
表 3.1  圆周运动的半径和旋转周期 

地球半径 m104.6 6×  

地球自转周期 s1064.8 4×  

平均地日距离 m105.1 11×  

地球公转周期 s10156.3 7×  

太阳至银河系中心距离 m103 20×  

太阳绕银河系中心旋转周期 s103.6 15×  

表 3.2  向心加速度 

地球自转 22 m/s104.3 −×  

地球公转 23 m/s105.9 −×  

太阳公转 210 m/s103 −×  

从许多实际目的来看，地球可以近似当作惯性参考系．用太阳作为惯性参

考系则近似性更好．从参考系的角度看，哥白尼 (Nicolaus Copernicus, 
1473—1543)的日心说是选择了一个较好的惯性系．在天文研究上，有时必须以

最远的星云作为惯性参考系． 

§ 3.2  牛顿第二定律和第三定律 

牛顿第二定律说： 

•    运动的改变与力成比例并发生在力的作用方向上． 

用加速度矢量表示运动的改变，牛顿第二定律可以写作： 

aF m=                                                   (3.2.1) 
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其实，这与其说是定律不如说是一些定义．首先是力的操作性定义．质量的单

位是任意的，取kg(千克)(等于国际千克原器的质量)作单位后，我们就可以通过

测量加速度来定义力．其次(3.2.1)式也是惯性质量的定义．在相同的力作用下，

具有较大加速度的物体有较小的惯性．较大的加速度意味着较大的速度改变率，

或者说物体容易改变它的运动状态．惯性质量的引入就是为了度量惯性．在以

kg作惯性质量的单位后，我们只需说明比较惯性质量的方式．对于受同样的力

作用的两物体，有 
m2a2 = m1a1                                              (3.2.2) 

那么m2 = m1|a1|/|a2|．这一思想主要来源于马赫(E. Mach, 1838—1916)． 
最后作为动力学的基本方程，(3.2.1)式连接了物理量F、m、a；实验决定

了它们(矢量或标量)是可加的．(3.2.1)式在伽利略变换下是不变的．从§ 2.6我们

知道 
rr ′=                                                   (3.2.3) 

第二定律的更基本的表示是 

td
dpF =

                                                            
(3.2.4) 

其中p = mv 称为动量．如果m为常量，(3.2.1)式和(3.2.4)式就将等价．在考虑相

对论效应时两者将不等价，因为 
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牛顿第三定律说 

• 对每一相互作用总存在一个相等的反作用． 
或 

• 任何两个物体的相互作用总是大小相等并沿着同一直线的相反方向: 

 BAAB FF −=                                                (3.2.5) 

这是关于力的定律．它适用于接触力和“超距力”．按照现代观点，不存在超距

作用，相互作用是通过场以有限速度传播的．引力也不例外．如果相互作用以

有限速度传播，则存在延迟效应． 
利用牛顿定律解题的常规步骤是： 

• 明确问题中所求运动的物体； 
• 考察物体所受的力及其性质； 
• 分别画出各质点所受的力和运动的参考系; 
• 写下运动方程；找出有关的几何关系； 
• 作必要的近似并求解． 
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例 3.1  如图 3.1所示配置，质量为 m的直杆可以在竖

直方向上下运动．求质量为 m' 的斜劈的加速度 a' 和作用

力 Fn． 

解：首先将两物体受力画在图中，则有 
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其中 dy = dx' tanθ．将(3)式代入(1)式得到 

g
mm

ma

ammgam

x

x

θθ

θθ

tancot

tancotx

+′
−=′

′=−′′−

 
g

mm
mmamF x θθ

θ
θ 22n sincos

cos
sin +′

′
=′

′
−=

 

例 3.2.  一个 1.0 kg 小球用两根 1.0 m 长的弦系在一旋转轴上，形成一等边三角形．上弦

的张力是 25 N,如图 3.2 所示．求下弦的张力 FT2、球上的净力和球的速率. 
解：k 方向的力平衡方程可导致下弦的张力 
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球上的净力和球的速率分别为 
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请注意有效数字(significant figure)．本问题中所给的数据均为两位有效数字．在加、减运算

过程中一般不损失有效位数；乘、除开方等运算结果的有效数字的位数决定于位数最少的因

子． 
单摆是由一个质量为 m 的质点用长为 L 的弦或轻杆悬挂在点 O 构成的，

如图 3.3 所示．假定弦不能伸长，且质量可以忽略，运动方程为 
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其中，第二个方程可以写成 
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对于小角度，sinθ ≈ θ ，方程变成 

0=





+ θθ

L
g&&

                             (3.2.8) 

通过观察，可以知道方程的解有以下形式： 

( )0 cos ϕωθ += tA                       (3.2.9) 

利用初始条件：θ (t = 0) =θ 0， ( ) 00 ==tθ& ，可以得到解为 

( )

L
g

t

=

=

2
0

00  cos

ω

ωθθ
                      (3.2.10) 

在以上求解单摆运动的过程中，设置了很多条件(共有6个)．每一个或几个条件
的改变，都将得到另一个问题． 
当 π= 2tLg 时，单摆经历了一个整周期，所以单摆的周期和频率分别为 

L
g

g
L

T
π

=π=
2
1

      ;2 ν
                            

(3.2.11) 

对于一般情形，运动方程(3.2.7)式的一次积分为 

( )0
2 coscos2 θθθ −=

L
g&                                (3.2.12) 

完整的解需要特殊函数的知识(见附录B)．在图3.4中画出了两个具有较大初值
的解，试比较它们的特征．容易看出：角度越大，频率越低． 
我们可以简单地把(3.2.7)式写为 

0
sin

=





+ θ

θ
θ

θ
L
g&&

                                       (3.2.13) 

 
图 3.3  单摆 

 
图 3.4  不同初始条件的解 

θ 
θmax = 90° 
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那么形式上 

2
0

2 sin  ω
θ

θω =≤=
L
g

L
g”“  

§ 3.3  力 

力是运动变化的原因．力的相互抵消导致平衡和结构的稳定性．在某些场

合，也有不追究力而直接讨论运动过程中动量变化(或守恒)的．讨论平衡问题
时，也会更多地用势能的概念．不过在动力学各章中，力仍是基本的要素． 
力就是相互作用．我们已经知道有四种基本的相互作用形式．相互作用的
概念可以由交换场量子的概念所代替，比如说电磁作用就是交换光子的过程．下

面介绍某些常见的力． 
引力和重力是我们接触最多的，其规律是 

123
12

21
21 rF

r
mm

G−=
                  

(3.3.1) 

我们将在第四章作专门的讨论．与之有关的课题有：行星运动、引力场中光的
红移(redshift)、吸积(accretion)、潮汐和潮汐撕裂(tidal disruption)．引力也将改变
时空的弯曲程度．在黑洞(black hole)周围的时空与这里绝然不同．(3.3.1)式反映
了引力与距离平方成反比的关系．引力作为基本作用力之一，有这样的简单关

系是理所当然的．固体和液体的聚集，引力起的作用很小． 
弹性力或回复力遵从胡克(Hooke's law)定律: 

xF k−=                         (3.3.2) 

这一关系很简单，不过它只是一种近似、经验(empirical)表达，只适用于位移相
当小的情形．否则会很古怪：距离越大作用却越强！在10–15m尺度内，也可能
存在一种具有回复性质的力．这种力导致了夸克禁闭(quark confinement)． 
分子间的力遵从经验定律 

713

2~ 





−








rr
F

σσ       (3.3.3) 

如图3.5所示．我们不大能接受这样复杂的表达
式作为一个基本力．事实上，这一复杂的形式
反映了分子具有内部结构．分子由原子组成，

原子又由电子和原子核组成，两分子间的力就
是所有各个成分之间力的总和．这些力都是电

磁力． 
 

图 3.5  分子间的力 

F 

r 
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摩擦力(friction)也是很复杂的，本质上与电磁力相关．摩擦力是耗散的
(dissipative)．很多场合要设法减小摩擦力．人们常用润滑剂(lubrication)、滚珠
轴承或气垫轴承来减小摩擦．但是也许有更多的场合需要利用摩擦，增加摩擦
力．最容易想到的是防滑．另外，如果没有适当的摩擦就不会有音乐(起码是
弦乐)，没有减速和制动系统的高速汽车、列车也是不可想象的．与工业技术
密切相关的摩擦已经导致了一门科学— —摩擦学 (Tribology)的形成[1]．在基础

研究方面，由于德让(de Gennes)的提倡，贝克(Bak)等人以沙堆作模型开始的
研究[2]导致了自组织临界性(self-organized criticality, SOC)等的研究．这些研究
涉及到生命科学、地球科学和凝聚态物理中的很多应用，例如元胞自动机
(cellular automation)、生命游戏(game of life)、地震、磁畴等等，这些都是始料
未及的[3]． 
表面摩擦取决于很多因素，如：材料的性质、表面加工情况、表面(氧化)
膜沾污程度、温度等． 
我们有如下的近似、经验定律：静摩擦力 Ff  在数值上正比于正压力 FN， 

Nsf  FF µ≤                                                (3.3.4) 

比例系数µs叫做静摩擦系数(coefficient of static friction)．这是一个十分简单的表
达式．但这并不表示摩擦力是一种基本的相互作用力．实际上，摩擦力是相当
复杂的，有静摩擦、滑动摩擦、滚动摩擦等等，(3.3.4)式只是一个经验公式．如
果注意到摩擦力和正压力是在不同的方向上，你也许更能理解这仅仅是一个数

值关系．不过总结出这一规律也是很不容易的．想一想摩擦力为什么会与面积
无关呢． 
滑动摩擦力在数值上也与正压力成正比： 

Nkf  FF µ=                                                (3.3.5) 

比例系数µk叫做滑动摩擦系数(coefficient of kinetic friction)．一般地说静摩擦系
数不小于滑动摩擦系数．例如，对于铸铁与铸铁表面，静摩擦系数竟高达1.10，
而滑动摩擦系数只有0.15．不粘锅表面的涂层塔夫隆(Teflon)表面之间，两种摩
擦系数均为0.04． 
以上结果可以用阿蒙顿-库仑(Amonton-Coulomb)定律来表达： 

• 摩擦力正比于正压力，比例系数为µk，与表观的接触面积之大小无关，

与滑动速度的大小无关． 

由于表面的起伏，物体间实际接触面积只有表观面积的10–4~10–2．对于非常洁
净的表面，应该较多地考虑分子引力的起因． 
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临界角(critical angle)与摩擦力有关． 
当改变斜面倾角时(图 3.6)，平衡方程是 

0=++ gFF mfN  
分量形式是： 

0cos
0sin

N

f

=−
=−

θ
θ

mgF
mgF

 
由(3.3.4)式，可以得到 

θμ tan
N

f
s =≥

F
F

 
临界角为 

Csarctan θμθ ≡≤  

这一结果可以用来估计沙堆的倾角(angle of repose of a dune)．也使我们想起德让说的所谓“沙

堆平衡时的倾角以及崩塌(avalanche)时的动力学”以及自组织临界性． 
空气(流体)阻力(Frictional drag)为 

2
dd 2

1
vρACF =  

其中 Cd是曳引系数(drag coefficient)，A 为有效截面积，ρ 是流体密度，而 v 是
物体相对于流体的运动速度． 

例 3.3  求流体中运动物体的终极速度． 
解：如图 3.7 所示，物体在流体中下落，受力 

2
d2

1 vACmgFz ρ−=
 

落体所受力平衡时的速度定义为终极速度(terminal  velocity)．令 Fz = 0，则 

ρAC
mg

d

2
T

2
=v

 

讨论：利用这一表式，我们可以将运动方程写为 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−= 2

T

2
1

d
d

v

vv g
t

 

跳伞运动员可以到达终极速度 vT吗?我们可以解上面的运动方程．将方程改写为 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−= 2

T

2
1

d
d

d
d

v

vv g
t
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z
 

或 

 
图 3.6 

 
图 3.7   
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zgd2
1

d
2
T

2

2
=

− vv

v

 
根据初始条件 z = 0, v = 0，可解得 

( )ce12
T

2 zz−−= vv
 

式中 zc = m/CdAρ ．通常当 z ~ zc 时我们就认为已到达了终极速度． 

粘性力(Viscosity force)遵循斯托克斯定律(Stoke's law)： 

vrF ηη π= 6  

其中 r是在粘性流体中运动的球的半径，而η是粘度系数(coefficient of viscosity)，
其单位是 

1N/[m(m·s−1)]= 1 Pa·s 

粘性力的规律决定于一个无量纲数——雷诺数(Reynolds number)： 

η
ρ d

Re
v

=
                                                 

(3.3.6) 

对于较小的雷诺数(0 ~ 10)，如前所说 F ~ v；对于较大的雷诺数(3×102 ~3×105)  
则相应有 F ~ v2；对于更大的雷诺数，则关系更为复杂. 

电磁力(electromagnetic forces)是指电荷在电场 E、磁场 B 中所受的力： 

BF
EF

×=
=

vq
q

m

e

 
或点电荷之间的库仑力： 

123
12

21
21 rF

r
qqk=  

核力(nuclear force) 是把核子(nucleons)结合在一起的力．它很强，胜过质子

之间的库仑力，但是还没有严格的、简单的解析表达式．在某些情形下，核力

可以表示为 

( ) m10~     ,exp1~ 14
002

−− rrr
r

F  

这说明核子有结构，否则对于两个点粒子间的力我们应该可以期望有一个简单

的表达式． 

§ 3.4  非惯性系和惯性力 

在某些情况下从惯性系来考虑问题并不是最方便的，例如对信风(trade 
wind)等的研究就是如此． 
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一质量为 m 的质点相对于 S'系运动，加速度为 a'，而 S'系又相对于惯性系

S 以速度 u 运动．如果 u 随时间变化，则位移间的关系将不同于(2.6.2)式，应为 

∫ ′+=
t

t
0

d rur
                                             

(3.4.1) 

设一自由质点在S系中以常矢量v运动．则在S'系中来看，这一自由质点的速度

为v'(t) = v – u(t)，不再是常矢量．此时牛顿第一定律不再适用，所以S'系不是

惯性系而称为非惯性系(noninertial frame)．在S系中，牛顿第二定律应该是 

rF ��m=                                                   (3.4.2) 

由于 �� �r a u= ′ + ，则上式可写成 

uaF �mm +′=  

在S'系中，力与加速度的关系不再满足牛顿第二定律．但是，如果我们在S'系中

引入惯性力(inertial force) F uin ≡ −m � ，则牛顿第二定律在形式上仍成立： 

( )F F a+ = ′i n m
                                            (3.4.3) 

例 3.4  求加速电梯中物体的视重(apparent weight)． 
解：假定地面是惯性系 S．在 S 系中，运动方程为 

aPg ig mm =+
 

其中 P 是秤具对物体的作用力(图 3.8)，即视重大小为 

)( ig ag mmP −−=
 

当电梯自由下落时，乘客将经历失重(weightlessness)状态，此时视重

为零．在电梯中，物体处在静止状态，有 

0=−++ )( ig aPg mm  

最后一项是惯性力． 

例 3.5  试用惯性力讨论斜劈-滑块系统(图 3.9)． 
解：在斜面参考系中的方程为： 

ymmgF
xmxmF

′=−

′=−
��
����

θ
θ

cos
sin

n

n

 
θtandd xy ′=′−  

其中第三式是几何关系，为解题提供了方便．在桌

面系统中则没有这样的关系．注意惯性力项中的加

速度是非惯性系相对于惯性系的． 

 
图 3.8  例 3.4 

 
图 3.9  例 3.5 
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旋转系是非惯性系，需要引入的惯性力称为惯性离心力(inertial centrifugal 
force)． 

在惯性系 S 中，对于匀速圆周运动我们可以写运动方程 

ρϕ eF 2�mr−=          (3.4.4) 

而在随质点作圆周运动的 S'系中，我们有

力平衡方程： 
0=+ ρϕ eF 2�mr

        (3.4.5) 

图3.10中所示的圆锥摆(Conical pendulum)提供了

这样的例子．在实验室系 S 中，张力 FT和 mg 提

供了圆周运动的向心力(centripetal force)．在随圆

锥摆一起转动的 S'系中，张力 FT，重力 mg 和惯性离心力 mrω 2eρ达到平衡． 

最后，我们介绍所谓的科里奥利力(Coriolis force)．(2.7.6)式即为 

)(2 rotinrot rraa ××−×−= ωωω mmmm �             (3.4.6) 

式中右边第二项是科里奥利力，第三项是惯性离心力．事实上，它们都只不过

是运动学效应，不存在相应的反作用力．因此，引入惯性力后，牛顿第一定律、

第二定律在非惯性系中依然适用，而第三定律却不再适用． 
一般来说，相互作用力不能通过坐标系的变换而消失，例如摩擦力或电磁

力等等就是如此．对于不同的参考系，电磁力的电力和磁力部分可能会不同，

但是不可能全都消失．对于引力则不然，如在一个自由下落的参考系中，物体

可以出现失重——重力就被惯性力抵消了．当然，产生这一现象的前提条件是

引力质量等于惯性质量．在这个意义上来说，我们无法区别引力和惯性力．伽

利略提出了绝对速度的不可测性，这导致了相对性原理 (the principle of 
relativity)．爱因斯坦则认为绝对加速度也是不可测的，因为我们无法区别加速

参考系和引力，这导致了等效原理(第三十二章)． 

§ 3.5  动量和角动量 

一个质点的线性动量定义为 
vm=p                                                   (3.5.1) 

可用动量的变化率来表示牛顿第二定律： 

td
dpF =

                      (3.5.2) 

 
图 3.10 

mrω2eρ 
FT 

mg 
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在力学的高级表示中，能量和动量的运用很自然．在相对论、量子力学等现代

理论中动量也是一个中心概念． 
当质点不受力或在某一方向上不受力时，就有动量守恒或某一方向的动量

分量守恒： 

iii CpF ==
==

,0
, CpF 0

                      
(3.5.3) 

C 为常矢量，Ci为常量． 
(3.5.2)式可以改写为 

tdd Fp =  

对两边积分后，可以得到动量的变化与冲量(impulse)I 的关系： 

( )ifif

f

i

dd ttt
t

t

−=≡==− ∫∫ FIFppp
             

(3.5.4) 

考虑某个参考系，相应坐标系的原点为O，一个质点处于其中，位置矢量为r，
所受的力为F．如果质点的动量为 p，则量 

prL ×=
                         (3.5.5) 

称为质点相对于O点的角动量或动量矩．上式也可以表示为 

prLrpL ⊥⊥ ==    ;                       (3.5.6) 

式中下标表示垂直方向上的投影． 
例 3.6  如图 3.11 所示，一质点沿直线运动，求其

相对于 O 点的角动量． 
解：数值上 

vbmL =  

其中 b 称为碰撞参量(impact parameter)，也就是前面所

说的垂直方向上的投影．根据定义方程(3.5.5)式可以判

断角动量是在垂直纸面向里的方向上． 

考虑一个质点在平面内运动的情况．如果

选取参考点 O 在该平面内，则角动量矢量垂直

于平面，如图3.12 所示．若另作选择，如选 O'
作为参考点，则可能使情况复杂化．以圆运动

为例，质点的角动量为 

( )
( )ωω

ω

⋅−=

××=

rr

rrL

mmr

m
2

      (3.5.7)
 

 
图 3.11  例 3.6 

 
图 3.12  角动量和角速度 
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事实上，在大多数情况下，对于平面运动选取O点作参考点较自然和方便．相

对于O点，有 
ω2mr=L                         (3.5.8) 

下面我们将通过例子来给出不同体系的角动量的数量级． 
*氢原子的玻尔(Bohr)模型是电子绕核作轨道运动．有关的数据是： 

11631
e s1013.4    nm,9052.0    kg,1011.9 −− ×==×= ωrm   

其中<r>为量子力学平均．计算结果得：L = 1.05×10−34m2 ·kg/s．这个量正是我们在第一章中

介绍过的三个重要普适常量之一——普朗克常量=．按照量子力学，角动量应该为 

22  )1( =AA +=L                                               (3.5.9) 

其中A是正整数．也就是说角动量总是普朗克常量的若干倍，而不能够连续变化．其实，由

于普朗克常量与宏观世界涉及的角动量相比太小了，在宏观领域，说(宏观物体如下例)角动

量是连续变化的不会造成什么问题． 

例 3.7  求地-月系统的角动量． 
解：有关的数据是： 

s10616.83.27    ,60~m1084.3    ,kg1036.7 4822 ××=×=×= ⊕ TRrm  

由此可以算得月球绕地球运动的角动量为 

kg/sm1090.2 234 ⋅×=L  

由此可见，与前例相比角动量在数值上相差68个量级． 

角动量的变化规律是怎样的呢？直接对(3.5.5)式求导，可得 

M
Fr

prprL

=
×=

×+×=
ttt d

d
d
d

d
d

                  (3.5.10)

 

这里定义了质点所受的力矩(torque)M．注意力矩

和角动量必须相对于同一参考点．力矩的量纲是

dim M = ML2T–2． 

例 3.8  写出质点m下落过程中，相对于O点的力矩和

角动量． 

解：如图 3.13，以质点在水平位置为计时起点．力矩

和角动量分别为 

mgbM =  

 
图 3.13  例 3.8 
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( ) ( )tmgbmgtrL == θsin  

当力矩为零时，角动量为常矢量，我们有角动量守恒．这可以发生在力和

位置矢量共线的情形，例如力是有心力时就是如此．这也是为什么行星不会落

到太阳中去的原因． 

§ 3.6  机械功和机械能 

无限小机械功定义为 
rF dd ⋅=W                                                (3.6.1) 

由此，功率为 

v⋅== F
t

WP
d

d
                                           (3.6.2) 

其量纲和在国际单位制中的单位分别是 

1m 1N J1     TL M=  dim 22 ⋅=− ；W  

功可以与路径有关也可以无关，其数值可以是正、零或负(图3.14)． 

下面我们从合力做功出发来推求功能关系： 

if

2
i

2
f 2

1
2
1

dd
d
d

d
d

d

TT

mm

mt
tt

mW

−≡

−=

⋅=⋅=⋅= ∫∫∫
vv

vv
v rrF

                        (3.6.3) 

式中T 代表动能(kinetic energy)，下标f、i分别代表末态和初态．在推导中我们

用了下面的关系： 
vvv d2d2     ,2 =⋅=⋅ vvvv  

注意动能的表式也可以用S'系中的量来表示： 

 
图 3.14  不同数值的功 
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vv

mm
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v

v

                               (3.6.4) 

这说明，动能与坐标系的选取有关．*功是否也与坐标系的选取有关呢？即动能的增

量是否与坐标系有关呢? 
*地球卫星不论从远地点(apogee)或近地点(perigee)

出发绕地球一周引力所做的功是零(见图 3.15)．即 

0== papapa WW  

当质点绕一闭合路径运动时，若作用在质点

上的力做功为零： 
0d =⋅∫ rF  

则这个力是保守力(Conservative force)．保守力的另一种定义是，质点在两点之

间运动时，保守力所做的功与路径无关．例如重力是保守力，重力做功只依赖

于两个端点．我们可以把如图3.16所示路径分成若干小段，并用阶梯状的路径

来代替．在水平部分dW = 0，而垂直部分为mgdz．于是总功为 

( )fi hhmg −−  
保守力做功只与路径的端点有关，可以用下式表示： 

)()(d i

i

rrrF
r

r

UU −=⋅∫                (3.6.5) 

其中U (可包括一个常量)称为势能函数，简称势能

(potential energy)．*例如，质点离地面高为 h 时的重力势能以及振幅为A的简谐振子的弹

性势能分别为 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=−=Δ−

+=

∫ 22

2
1

2
1d kAkxxkxU

CmghU
x

A  
要强调的是，动能是相对于一定的参考系的，而势能则属于整个系统，即通过

保守力相互作用的各物体．保守力可以用势能来表达，例如，对(3.6.5)式求导

即得到x方向的力为 

x
UFx d

d
−=

                                                
(3.6.6) 

更一般地， 

 
图 3.15 

 
图 3.16  重力做功 
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U−∇=F                                                  (3.6.7) 

如果所研究的力全是保守的，从(3.6.3)和(3.6.5)式，有 

 UT Δ−=Δ  或  0)( =+Δ UT  

由此得到动能与势能之和为常量，即机械能守恒(Conservation of mechanical 
energy)．例如，对于单摆有 

0
2

2
1 mgzmgzmE =+= v  

其中假定了 z = 0 处为势能零点．高度 z 可以用角度来表示: 

)cos1( θ−= Lz
 

于是有 

( )0
2 coscos

2
1 θθ −= mgLmv

 

这正是运动方程的第一积分． 
图 3.17 是简谐振子机械能守恒的图示: 

22

2
1

2
1 kxTkA +=  

容易找到代表动能和势能的线段． 

作一维运动的物体的速度为 

[ ])(2 xUE
m

−=v  

这导致了原则上可解的方程 

( )
t

UE
m

x d
2

d
=

−  

图3.18是一模型势能曲线，图中的虚线表示质点可以运动的区域．在A、B、C
和D点，dU/dx = 0，均有Fx = 0．但是，由

于各点附近曲线的形状不同，将导致不同

的结果．A、C 两点是势能曲线的极小点，

有d2U/dx2 > 0，即 

0
d

d
d
d

d
d

<=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

x
F

x
U

x
x  

说明力F是回复力，意味着在这两点的平

 
图 3.17 

 
图 3.18  模型势能曲线 
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衡是稳定平衡(stable equilibrium)．在B点，平衡是不稳定的(unstable)．在D点，

U 是常量，平衡被称作是随遇平衡 (neutral)．最后，在F 点，Fx > 0，质点将向

右边运动． 
在图 3.18 中，某些区域 T = E – U < 0 是经典力学禁止的，而在量子力学中

质点可以以一定的概率进入．如质点可以以一定的概率穿透势垒(barrier)B，在

这种情形下，只有平均值〈T 〉、〈U 〉等才是有意义的． 
一个实际的一维势能曲线例子存在于氨(Ammonia)分子中，如图 3.19 所

示．氮原子相对于氢原子平面有两个

对称的位置，而它处在这两个位置的

可能性是一样的．当氮从一个位置穿

越平面到另一位置去时，它将经受到

一个图中所示的势垒． 
以后我们将会发现用势能来讨论

平衡问题在许多方面都要便利． 

习    题 

3.1. 两个质量均为 m 的质点，由长度为 2A 的轻绳连接，一

恒力 F 持续地垂直作用于细绳的中点(x = 0)处 (如图)．证明每

一个质点在与作用力 F 垂直的方向上的加速度的大小为 

222 x

x
m
Fax

−
⋅−=

A  
式中x 是质点与F 的垂直距离．讨论当x = A 时的情形． 

3.2. 一质量为 m'、角度为θ 的楔块置于水平桌面上，另一

质量为 m 的立方块放在该楔块的斜面上，见图．假设所有的接

触面都是光滑的，(a)为使立方块相对于斜面静止，则该楔块应

以多大的水平加速度运动?(b)此时作用于该系统上的水平作用

力 F 是多少?如果没有任何外力作用于该系统，试描述楔块 m' 
和立方块 m 的运动． 

3.3. 升降机中一斜面与地板成θ 角．质量为 m 的立方块从

斜面滑下．在以下情形，求立方块相对于斜面的加速度：升降

机(a)匀速上升、(b)匀速下降、(c)匀加速上升、(d)匀减速下降、

(e)缆绳断裂．(f)求在升降机匀加速上升时斜面对立方块的力． 
3.4. 一质量为 m 的小立方块置于旋转漏斗内壁(见图)．漏

斗以 f  旋转．设漏斗与水平方向的夹角为θ，立方块与漏斗表

面间的摩擦系数为μ．求使小立方块不滑动的最大转速 fmax 和

最小转速 fmin． 

 
图 3.19  氨分子 

 
题 3.1 图 

 
题 3.2 图 

 
题 3.4 图 
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3.5. 某物体下落过程中受到空气的阻力 Fd = −kv，其中 v 是物体的速度、k 为与速度无

关的常量．(a)求终极速度；(b)将速度对时间作图；(c)将加速度对时间作图；(d)将下落距离

对时间作图． 
3.6. 采用非惯性参考系重解 3.2 题、3.3 题、3.4 题． 
3.7. 由于地球的旋转，铅垂实际上将不再指向地心．求在(a)北极、(b) 30°N、(c)赤道等

处的偏离情况． 
3.8. 在北半球, (a) 求出水平向东运动的物体所受的科里奥利力；(b) 求垂直向上运动的

物体所受的科里奥利力. 
3.9. 在北纬 30°05’ 处，一物体从 10m 高处落下，求由于科里奥利力的作用而引起物体落

点的水平偏移量．(空气阻力不计) 
3.10. 水流冲击涡轮机的碟状叶片，冲击前后水的速率均为

v，如图所示．单位时间撞击叶片的水量是常量μ．求水施加在

叶片上的力． 

3.11. 所谓的汤川(Yukawa)势具有如下形式： 

( ) 0e0
0 rrU
r
rrU −−=  

它相当好地描述了核子间的相互作用．这里常量 r0
1515 10= × −. m , U 0 50= Mev ．(a)给出相

应的作用力的表达式；(b)说明该种作用力的短程性质，并计算当r = 2r0、4r0及10r0 时的作用

力与r = r0时的作用力之比． 

3.12. 一质点从无摩擦的球面自静止开始下滑，如图所示．求：(a)势能作为角度θ 的函数；

(b)动能作为θ 的函数；(c)切向和法向加速度作为θ 的函数；(d)质点飞离球面的角度． 

3.13. 如图，一质量为 m 的质点在一光滑的半径为 r 的圆形轨道的内侧运动．当该质点

在轨道的最低点时，速度为 v0．(a)为使得质点绕环运动一周而不脱离接触，求 v0的最小值

vm；(b)若 v0 = 0.775 vm，质点在 P 点与轨道脱离接触并沿图中

虚线所示的轨迹运动，试求 P 的位置，用θ 表示． 
3.14.如图所示，一弹性绳悬挂一质量为 m 的质点，从水平

位置开始静止释放，此时弹性绳处于原长状态．(a) 从动力学

及能量考虑，证明当伸长量ΔA与原长A相比较小时，ΔA 可以表

示为ΔA = 3mg/k；其中 k 为弹性绳的劲度系数，注意 k 越大，

ΔA 越小，故近似ΔA<<A 越好；(b)在上述情形中，试证明质点

 
题 3.10 图 

             
题 3.12 图                                               题 3.13 图 

 
题 3.14 图 
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运动到最低点时的速度为 v = [2g(A – 3mg/2k)]1/2，该速度比悬线为非弹性时(相当于 k = ∞)的
速度为小，给出该结果的物理解释． 
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第四章  引    力 

§ 4.1  引力定律 

对行星运动(planetary motion)的描述是运动学研究的问题．从 17 世纪起出

现了一些“宇宙”模型，实际上当时的对象只涉及太阳系(solar system)：太阳、

水星(Mercury)、金星(Venus)、地球(以及月球)、火星(Mars)、木星(Jupiter)、土

星(Saturn)．这里我们先介绍运动轨道的描述，稍后再讨论力的作用规律，而怎

样从动力学求解行星的运动则放在§ 4.4 中讨论． 
托勒密 (Claudius Ptolemy)是希族 (Hellenistic)数学家及天文学家，据传

127⎯152 年间曾工作于埃及的亚力山大．他建立

了地心学说(Geocentric theory)．在他的理论中，

地球处在特殊的地位，太阳和其他行星都绕着地

球转，轨道所在圆称为均轮(deferent)．但均轮的

球心是偏心(eccentric)而不是地球，行星运动的角

速度相对于等分点(equant)是匀速的．为了对行星

运动进行精确描述，除了均轮以外还需要本轮

(epicycle)(图 4.1)，总共需要 70 个圆．托勒密的

代表论文为 The Great Syntaxis． 
哥白尼(Nicolaus Copernicus,1473⎯1543)发

现，把行星运动的着眼点从地球移到太阳则看来很复杂的运动变得简单了，由

此他创立了日心学说(Heliocentric theory)，准确地推出了行星到太阳的距离．在

临终那天，他的著作《论天球革命》(De Revolutionibus Orbium Celestium，英

译：On the Revolutions of the Heavenly Spheres)出版了． 
哥白尼理论仍然需要 46 个圆，但不需要等分点．用哥白尼方法计算要比用

托勒密方法简单，不过所得的天文表往往差不多． 
在哥白尼死后 50 多年(1600 年)，布鲁诺(Giordano Bruno, 1548⎯1600) 就声

言宇宙是无限的，太阳只不过是一颗小星． 
伽利略对力学有很多贡献．在行星运动方面，他的特殊贡献在于大大改进

了望远镜，扩大了视野．望远镜最初出现在 1608 年，1609 年哈略特(Thomas 
Harriot)就用之考察月球表面．伽利略也用它观察了月球的表面和太阳的黑斑

等，表明天体并不是完美的．他还发现了地球以外的旋转中心：木星有卫星、

太阳存在自转等等．其代表作为 1632 年出版的 Dialogues Concerning the Two 
Chief World Systems． 

 
图 4.1  托勒密体系 
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地球 
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丹麦的第谷(Tycho Brahe, 15461601)是又一位先行者．他发现托勒密和哥
白尼的理论都有严重问题．第谷根据对木星和土星的冲(conjunction of Jupiter 
and Saturn)的观测得知，托勒密理论要迟一个月，而哥白尼理论约迟几天．第
谷的研究受到了很大支持，在 15761597年间哥本哈根(Copenhagen)附近的海
文岛(Hven Island)被划归他使用，而当时丹麦国家产值的 5%~10%提供给他作研
究经费．他的模型是：太阳和月球绕着地球转，而其它 5颗行星绕着太阳转．这
一模型无疑是对托勒密模型失败的一种认可．第谷对科学的主要贡献还有很多，

如： 

• 建立了科学的实验步骤； 
• 消除系统误差 [观测管的弯曲(flexure), 光线的折射等]； 
• 标明数据误差：他的数据误差为 2'(<0.61mm/1m)； 
• 系统连续的观察(21年)． 

开普勒(Johannes Kepler, 15711630)于 1600 年作为第谷的助手为其工
作．在第谷 1601年临终前不久，他让开普勒研究火星的轨道．开普勒首先假定
了火星轨道为圆形，并认定运动必须参照太阳的真实位置而不是地球轨道的中
心．与第谷的数据最好的符合约 6' ~ 8'．由于第谷的数据误差仅为 2'，这一分
歧使开普勒抛弃了圆轨道的假设．后来他提出了行星在等时间内扫过相等面积

的假设，这与地球绕太阳的轨道运动吻合很好．于是，开普勒用卵形来拟合火
星轨道，并试图与面积律匹配，最小分歧为 4'．当时他正在写他的论文 A 
Commentary on the Motion of Mars．当他意识到所需要的是介于卵形和圆形之
间的图形椭圆时，他已经写到了第 51章．此时开普勒一下子得到了我们现
在所谓的开普勒第一定律．4年后论文改名为 

• A New Astronomy 
 Based on Caution, or A Physics of the Sky Derived from Investigations 

of the Motions of the Star Mars, Founded on Observation of the 
Noble Tycho Brahe 

并出版(1609年)． 
开普勒定律(Kepler's laws)： 

(1) 行星绕太阳运动的轨道是以太阳为焦点的椭圆(轨道定律)； 
(2) 行星与太阳的连线在相等时间内扫过相等的面积(面积定律)； 
(3) 行星绕太阳公转周期的平方正比于行星到太阳距离的立方(周期定律)． 

按照开普勒定律，行星运动轨道不再需要偏心、等分点、本轮、均轮等等．每

一行星对应一个椭圆轨道，何其简洁、优美！试回想一下在托勒密和哥白尼体
系中竟然分别需要 70和 46个球面！当然，开普勒定律还只是经验定律，是从
运动学信息— —第谷的数据归纳出来的，并未提及运动的原因．尽管如此，开
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普勒的工作是从观测的现象和数据归纳出物理规律的典范．开普勒的数学能力

是超乎寻常的，他分析第谷数据所用的工具仅仅是计算尺和罗盘． 
开普勒在数学物理方面的成就往往是和他的“天庭和谐”以及神秘主义搅
合在一起的．试看他的两篇论文的标题： 

• Mysterium Cosmographorum (Cosmic Mystery)  (1596年)； 
• Harmony of the World  (1619年). 

依照他的“和谐”理论，开普勒建立了所谓嵌套多面体(nested polyhedra)方案．通
过 5个“稳定”的正多面体依次与球面内接、外切可以得到各行星与太阳的距
离，如图 4.2所示．当时已知的行星为 6个，正好嵌入 5个稳定多面体．开普
勒选择了下列序列： 

土星  木星  火星  地球  金星  水星 
 立方体  四面体  十二面体  二十面体  八面体  
 (cube)         (tetrahedron) (dodecahedron) (icosahedron) (octahedron) 

得到的距离精度在 5%以内．这当然只是一种凑合．正是在试图改进他的这一
模型的过程中，开普勒发现了行星运动的第三定律． 
牛顿提出质点 m1作用在质点 m2上的引力是 

123
12

21
21 rF

r
mm

G−=                      (4.1.1) 

称为牛顿引力定律(Law of gravitation)，参见图4.3．这一定律被假定适用于一切

 
图 4.2 开普勒的嵌套球面 
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物质、任何时间、地点．无论对苹果还是卫星来说，所

受引力都服从同样的规律，不同的只是运动的初速度 v0． 
在牛顿学生时代(1664 年)的笔记本中，人们可以发

现向心力的表达式： 
22~ ωrrF =v  

牛顿根据开普勒第三定律： 

22223 1~~~     ,~ rTrrFrT ω  

已经可以推断出引力反比于距离的平方，即F ~ 1/r2． 
当时有关椭圆的数学尚是困难的事．只有在莱布尼茨(Gottfried Wilhelm 

Leibniz)和牛顿发明了微积分以后，牛顿才给出了全部答案(1680 年)．牛顿在

1679 年给胡克(Hooke)的信中，证明了均匀圆球或球壳的引力就如同全部质量

集中在中心一样．胡克希望牛顿能求出平方反比力作用下的运动轨迹．1684 年

哈雷(Halley)问了牛顿同样的问题，牛顿立即回答说轨迹是椭圆．1687 年《自然

哲学的数学原理》(Philosophia Neturalis Principia Mathematica)出版，这是在哥

白尼提出日心说之后的 144 年，开普勒发现椭圆定律之后的 78 年． 
(4.1.1)式中包含着引力常量 

2211 kgmN106.673(10) ⋅×= −G       (4.1.2) 

它是首先由卡文迪许(Henry Cavendish, 1731⎯1810)于
1798 年测得的，所用的仪器是扭秤(torsion balance)，
如图 4.4 所示． 

牛顿引力定律的成功是令人注目的． 
哈雷彗星(Halley comet)曾在 1456 年、1531 年、

1607 年和 1682 年分别出现，周期约 76 年．根据这些

记录，哈雷(Edmund Halley)曾利用引力定律准确预报

了该彗星下一次出现的日期即 1758 年． 
太阳系中行星的运动是一个多体问题，除了太阳

的引力以外，行星之间相互的影响也必须计入．拉普拉斯(Pierre Simon Laplace, 
1749⎯1827)曾应用当时最新的数学技术做出了那时候已知天体的十八体的运

动问题，留下了名著(1799⎯1825)： 

•  Mecanique Celeste． 

天王星(Uranus)是由英格兰的赫歇尔(William Herschel)于 1781 年 3 月 13 日

观测发现的，而海王星(Neptune)的发现则完全是由预言导致的．亚当斯(John 
Adams)1845 年 10 月所作对海王星的预测被观测天文学家查理和爱里(Challis 
and Airy)所忽视．稍后(1846 年 8 月)勒维(Urbain Le Verrier)的工作得到了柏林天

 
图 4.3  引力定律 

 
图 4.4  扭秤示意图 

m1

m2 r12 F12 
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文台开尔(Calle)的认真对待．在收到勒维 9 月 23 日信件的当天开尔就找到了海

王星．此外，冥王星(Pluto)是于 1930 年 2 月 18 日发现的．2006 年 8 月 24 日国

际天文联合会宣布，根据大会通过的新定义，冥王星和一些类似的星体将被归

类为“矮行星”． 

牛顿理论取得了辉煌的成果．但是它也遇到了困难．那就是水星近日点的

进动问题．每 100地球年，水星近日点进动 575″.扣除来自其他行星的扰动 532″，
尚有 43 ″无法得到解释． 

庞加莱(Henri Poincaré, 1854⎯1912)对三体问题的深入研究，揭示了决定论

的动力学系统中可能存在着随机性．有关的著作是(1892⎯1899) 

• Methodes Nouelles de la Macanique Celeste 

其重要意义在 20 世纪中叶后方始为科学界所认识．庞加莱被认为是现代混沌理

论的创始人． 
    一个质点 m 受多个质点的引力为 

( )∑ −
−

−=
i

i
i

i mm
G rr

rr
F 3                   (4.1.3) 

对于连续质量分布系统，上面的求和可以用积分来代替： 

( ) ( ) ( )⎮
⌡

⌠
′−

′−

′
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−

Δ
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F 33

)d( mVGmVG i
i i

i ρρ
 

现在，我们先求一个球壳状质量分布系统对质点的引力．设该球壳的半径

为 R、质量为 m'、厚度为 t，如图 4.5 所示．在计算以前，不妨先猜想一下一质

点 m 在球壳内、外分别将受到怎样的引力．假定球壳的密度是均匀的，则 

θθ

ρ

d  sin2d
4 2

RtRV
tR

m

π=
π

′
=

 

 
图 4.5 
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而由于对称性，可知力在- k 方向，其大小为 

∫

∫
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从几何关系知 
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于是得到 
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这意味着球壳对壳内的质点不施加力，而对壳外的质点施加的力等价于质量集

中在中心时所施的力．这一数学证明据说是牛顿推迟 20年之久发表他的成果的
原因之一．这一结果也可以不用上面的方法求解，参阅§ 4.5．以上结果可以用
来求解均匀球的引力，球外部结果同上；球内位于 r 处的质点的引力来自有效
质量 m'r 

3/R 
3，质点 m上所受的作用力为 

R
r

R
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随 r 线性变化．试作力随距离变化的曲线。 

例 4.1  求质点在贯穿球体的隧道(图 4.6)中所受的力． 

解：利用球内引力公式(4.1.5)式，立即有 

rF 3R
mmG

r
′

−=
  

图 4.6 

k 

z r 
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z
R

mmG
Fz 3
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作为简化模型，可以认为地球是均匀的圆球．那么重力可以表达为 

mg
r

mmGF == ⊕
2
                     

(4.1.6) 

重力加速度将随距离变化: 

r
r

g
g d

2
d

−=  

而有效 g 还应包括离心力引起的部分： 

( )rrg ××−−= ⊕ ωω
3eff r

m
G               (4.1.7) 

在纬度λ 处的离心力为 
λω cos2 r−  

§ 4.2  引力势能 

从(3.6.7)式，我们有 
UW ∆−=⋅= ∫ rF d  

对于两个质点或者一个质点 m在球外或球壳外的情形，引力做功 
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于是势能为 

0U
r
mmGU +
′

−=                      (4.2.2) 

其中可加常数可以有不同的选取方式，例如： 

( ) ( )
r

mm
GrUU ⊕−==∞    ,0                  (4.2.3) 
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( ) ( ) ⊕
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URU   ,0               (4.2.4) 

显然，(4.2.4)式与熟知的地球表面的势能 mgh不同．我们可以进一步研究它．当
涉及的高度比地球半径小很多时，(4.2.4)可以作近似展开： 
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                  (4.2.5) 

由此看出，我们以前知道的表达式只是严格
表示的近似而已．从图 4.7 可以看出，原来
的表达式相应于曲线的一小段，相对于(4.2.3)
式的曲线平移了一个量 Gm⊕m/ R⊕． 

*考虑质点从 r = R⊕+ z 自由下落到 R⊕．选择

U(R⊕) = 0，从能量守恒可以立即算出质点落地的速

度： 
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对于球内的质点(r < R )，有 
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*球壳的势能曲线如何？ 

对于多质点系，我们相信只存在二体相互作用．于是，总势能就是所有质

点对之间的势能之和， 
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            (4.2.7) 

对于连续分布的质量系统，其中一部分与另一部分之间的势能之总和称为

自能(self-energy)．对于一均匀圆球可以按球壳和核心划分，它们的质量分别是 

 
图 4.7  质点在球内和球外的势能 
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–Us 就是将质量球打成碎片所需要的能量．反之，当物质聚集到一起时，它就

是所能释放的能量． 
引力系统的一个例子是土星和它的环．假定环的总质量是 3.5×1018 kg，且集中在离土星

平均距离 1.1×108 m处，试计算体系的自能． 

当一质点 m吸积[3][4] (accretion)到半径为 R 的物体 m' 表面时，释放的能量
为： 

R
mmGE
′

=∆ a
                      

(4.2.9) 

如果吸积物体是质量为太阳质量 m' ≈ m⊙、半径为 R* ~ 10km的中子星，那么吸
积单位质量所释放的能量是 

kgJ10~ 16

m
E∆

                    
(4.2.10) 

这一能量最终将以辐射的形式释放出来． 
为了对能量作比较起见，现在来考虑从核聚变所能提取的能量．在“质子

循环”中，每一循环消耗 4个质子而有 26.2MeV能量释放出来．利用质子质量
的数值，可算得相当于每单位(参与聚变)质子的质量所释放的能量为 

kgJ103.6 14f ×=
∆
m
E

                  (4.2.11) 

这相当于将氢经核“燃烧”成氦的燃烧热．与(4.2.10)式相比，约是吸积出产的
6 %，或粗略地说为中子星吸积产出的 1/20．作为一种能量释放机制，吸积的
效率强烈地依赖于吸积物体的致密性(compactness) m'/R．对于白矮星(white 
dwarf) m' ≈ m⊙, R*~ 104 km，其吸积的能量比中子星小 103, 可与核燃烧释放的能
量相比较： 

( )  5010
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1~ aa

3
f EEE ∆=∆∆               (4.2.12) 

显然核燃烧更为有效． 
*对于黑洞，其引力半径为 
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(太阳的半径是 6.96×105 km，其引力半径为 2.95km)试计算吸积效率． 
在很多情形下，转移的物质往往没有丧失全部的角动量．这种情况下，它

们不能在吸积星上着陆．这就导致了吸积盘(accretion discs)的形成．在不少情

形下，盘流基本上限于轨道平面，作为一级近似可以认为盘是二维气流．这一

薄盘近似是很成功的． 
下面讨论引力场中的轨道运动(Orbiting)．假定质点 m 绕 m' 于 r 处作匀速

圆周运动，容易发现： 
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(4.2.14) 

其中 v 叫做轨道速度．紧贴地球表面，轨道速度是 

1v≡= ⊕
⊕

⊕ gR
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Gm
                  (4.2.15) 

数值为 7.9×103 m/s．轨道运动的周期是 
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从地球表面发射卫星需要的速度 vL，可如下算出： 
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(4.2.17) 

从地球表面到无穷远处，能量守恒为 
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vv  

质点只有满足 v∞
2 ≥ 0 才能从地球引力场逃逸，逃逸速度(escape speed)为 

skm2.1122 1E === ⊕⊕ vv RGm             (4.2.18) 

这在数值上大于地球的切向速度 
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24sm1065.4 E
2 v≈×  

例 4.2  火箭从地球表面发射需要多大速度才能脱离太阳？ 
解：这一问题可以分几步计算．从地球公转轨道逸出，逃逸速度是 
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这一速度正好是地球轨道速度 vOS的 2 倍．设想这一速度是地球轨道速度和质点“离开”

地球引力场时相对于地球的速度 v' 之和 

vvv ′+= OS  

则 v'的最小值是 

skm3.12)211(OSmin
=−=−=′ vvvv  

这一速度是靠从地表发射，克服地球引力而获得的．为脱离太阳系所需要的地面发射速度

vE包含在下式中： 
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其中的∞表示远离地球，比如说 r = 103R⊕．因为 
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所谓无穷远只不过是偏离轨道百分之几而已．这样， 
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逃逸速度可以用作引力强度的判据．如果 

1E <<
c

v

                        
(4.2.19) 

我们就说该天体周围的引力是弱的．如果 

1E ≤
c

v
                        (4.2.20) 

则是强引力．表 4.1 给出了几类天体的逃逸速度，可由此判断这些天体周围的 
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引力强弱． 

表 4.1  几种天体的逃逸速度 

天体 逃逸速度/ (km⋅s –1) 

地球 11.2 
太阳 6.4×102 

白矮星Sirius B 4.8×103 

中子星 1.6×105 
宇宙 ∞ 

考虑质量为 m，半径为 R的天体．如果 

g2

2
r

c
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R ≡≤                       (4.2.21) 

则光也不能从它逃逸，这种天体叫做拉普拉斯黑洞(Laplacian black hole)．(4.2.21)
式中的 rg 叫做引力半径．在广义相对论(General Theory of Relativity, GTR)中，
相应的量是施瓦氏半径(Schwarzschild radius) rs (见§ 32.4)，它给出了黑洞的视
界(event horizon)．在黑洞表面，引力场强度为 
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一个天体是黑洞的候选对象的关键是它的致密性 
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至于密度，(对球形几何)相应的条件是 
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(4.2.24) 

在星系层次上质量 m约为 10 9
  m⊙，密度低至 20kg/m3仍可以是黑洞；而中子星

平均密度可以高达 1017 ~ 1018 kg/m3，却不是黑洞的候选对象．黑洞的正确概念

来自爱因斯坦的广义相对论． 
 

§ 4.3  引力质量  引力红移  引力塌缩 

质量是物质的基本属性(正如电荷一样)，质量不能存在于物质之外．由于
质量的基本性，我们只能对它作操作性定义(见§ 1.2)． 
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引力质量和惯性质量(gravitational and inertial mass)分别通过 mg  ~ W 和
m ai  ~ 1/ 等关系定义，两者都不依赖于材料．引力质量还可以分为主动引力质
量 ma 和被动引力质量 mp．按照牛顿第三定律，有 

p1a2p2a1   mmmm =  
或 

p2

a2
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a1

m
m

m
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=                         (4.3.1) 

所以我们将不再区分主动引力质量和被动引力质量．如果引力质量等于惯性质
量，mi/mg = 1，将会有什么结果呢？直接的结果是重力所导致的加速度对所有
物体相同： 
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Gaam
R

mm
G ===

⊕

⊕

⊕

⊕
2i 2

g     ,  

正如同“比萨斜塔实验”所证实的那样．另一结果是失重： 

rgP

rgP

&&

&&

 

 

ig

ig

mm

mm

−=−

=+

                    (4.3.2)
 

这样重力的效果可以被加速参考系所抵消． 
引力质量与惯性质量的直接比较，可采用牛顿的方法： 

θθ &&Lmgm  sin ig =−  

两者的比值将出现在单摆的频率或周期中，这是容易测定的，但是不易获得较

高的精度．厄缶(R. Eötvös)自 1890年起进行他的有名的、精确的实验，先后持
续了 25年．在图 4.8中假定了垂线和径向有一个偏离，偏离角为α．ω为地球的
自转角速度，我们可以写出平衡方程： 

0cos  cos   :

0sincos sin   :
22

igT

2
iT

=+−

=+−

λωα

λλωαθ

RmgmF

RmF

re

e
           (4.3.3) 

而偏离恰恰是下述比率的度量： 
( )

g

i

g

2
i ~

2
2sin

tan
m
m

gm
Rm λω

αα ≈≈                (4.3.4) 

厄缶将八种材料和铂作比较，发现它们的惯性质量和引力质量之比相等 
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gPt

iP t

g

i

m
m

m
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=
 

差别不大于 5×10–8．1964年狄克(R. H. Dicke)及其合作者改善了实验．他们将
铝和金制作的重物悬挂在南北方向的棒上，如图 4.9所示.事实上，他们的实验
是相对于太阳引力的，结果没有发现摆荡，表明惯性质量和引力质量相等，精

度为 10–11．1971年布洛金斯基(Braginski)又将精度提高了 10倍．引力质量和惯
性质量的等价性是导致广义相对论发展的重要线索． 

引力红移(Gravitational red shift)是指光谱线由于引力的作用而向红端移动
的现象．光子的能量是普朗克常量乘以频率 E = hν (§ 22.2)，质能关系是 E = mc2 

(§ 9.5)．故光子的惯性质量(以及引力质量)是 hν/c2．光子能量以及光子-地球系
统的势能满足能量守恒： 

zg
c
hzmgh ddd

2

νν ==−         (4.3.5) 

整理并积分，得 
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故 







 −≈






−= 2e2eo 1 exp

c
gH

c
gH

ννν    (4.3.6) 

这说明频率ν 发生了红移，如图 4.10所示． 
1959年庞德和瑞勃卡(R. V. Pound and G. A. Rebka)得到了向下发射的引力
紫移(blueshift)为 

( )2 57 0 26 10 15. .± × −
 

而相应的理论值为 
15

2 1046.2 −×==∆
c
gH

ν
ν

 

                          
图 4.8  厄缶实验      图 4.9  狄克实验 

 

图 4.10  引力红移 
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例 4.3  求远处星光的红移． 
解：对于较大的 H，引力红移的计算需用另一势能形式： 

( )
z

zR
mmGU dd 2+

′
=  

这样积分变成 

( ) HR
H

Rc
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zR
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c
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⌠

+

′
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⌠
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22
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o

e

ν

ν
ν
ν  

对 H >> R，观察到的频率νo将是 

⎟
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⎞
⎜
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⎛ ′
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⎠

⎞
⎜
⎝
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2e2eo 1 exp ννν  

从广义相对论得到的精确结果是 

⎟
⎠

⎞
⎜
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⎜
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⎛ ′
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2e

21

2eo 1 21 ννν  

当然，最后一步近似只有满足下列条件才成立： 

12 g
2

E
2 <<=⎟

⎠

⎞
⎜
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R
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即弱引力条件，这是可以想见的． 

根据以上观点，从黑洞(R ~ rg)发射的信号将无限红移νo → 0． 
白矮星的致密性 m/R 较大，因此来自白矮星的信号红移也较明显： 

( )

( )观测

计算

        106.6

        109.5

5

5

−

−

×−=
Δ

×−=
Δ

ν
ν
ν
ν

 

为了知道频率的移动，可以比较某些元素的特征谱线．图 4.11 是太阳光谱

(solar spectrum)的一部分．钙的 K 和 H 两条谱线特别容易辨认．例如，我们可

以将接收到的谱线中 K+H 的相对位置和地球上钙的 K+H 线的位置作比较，从

而知道频率的变化． 

 
图 4.11  太阳光谱的一部分 
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引力塌缩(Gravitational collapse)是星体形成和演化的重要机制．但是，星体
的形成和演化是很复杂的，是天体物理的专门研究课题．这里仅讨论一个简单

的模型：一团冷的、弥散的尘埃或氢原子云在它们自己的引力的作用下收缩．在
此过程中，它们的势能减小而动能增加．特别是在中心区域，密度和温度增加

更快．随着温度的增加，气体辐射能量，能量守恒关系为 

drak EEU ∆+∆=∆−  

在这一阶段，其体积可能为星体的 10倍，而温度在 103K数量级．云团进一步
收缩致使中心温度达 107K，核聚变反应发生．辐射产生外向压力使收缩停止，
星体形成并处于稳定期．然而，一旦氢燃料耗尽，引力收缩将重新进行直到氦

聚变开始．这时压力增加，把外层向外推，导致表面变大，能量密度和温度降

低．这是红巨星(red giant)阶段．这种收缩— —停止的过程反复进行，伴随着碳、
氧直至铁(56Fe)的形成．这时就没有核燃料可以用来制止塌陷了．通过新星(nova)
或超新星(supernova)(例如中国历史上记载的 1054年的“客星”，其残迹蟹状星
云，1987A等都是)爆炸阶段，星体可能塌陷到白矮星、中子星或黑洞，其命运
取决于质量．原始质量小于钱德拉塞卡(Chandrasekhar)极限质量(1.4 m⊙)则为白
矮星，小于奥本海默(Openheimer)极限质量(2~3 m⊙) 则为中子星；当质量大至
3m⊙ 时塌陷为黑洞．黑洞的可能候选对象是天鹅座的 Cygnus X–1． 
下面，我们尝试用经典力学来处理塌缩问题．星体外层的运动方程是 

2

2
g

2 2x

cr

x
Gm

x −=−=&&                      (4.3.7) 

对于初始条件：t = 0, x? = 0, x = R，可以得到 
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或 
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再次积分 
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可得星体塌缩到引力半径所需的时间是 



§ 4.3  引力质量  引力红移  引力塌缩 77 

g

1

2
1

g

2
1

g
0

11

d

11

d1

r
RI

c
R

x

x
r
R

c
R

Rx

x
rc

t

R
r

r

R

g

g

=
⎮
⎮
⎮

⌡

⌠

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=

⎮
⎮
⎮

⌡

⌠

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−=

 

其中的积分项为 

R
r

R
r

R
r

I ggg 11arcsin −+−=  

对于太阳，m⊙ = 1.99×1030 kg, R⊙ = 6.96×105 km 

11024.4
1096.6

95.2 6
5

g <<×=
×

= −

R
r  

积分结果为 I ≈ π/2．于是(实际上太阳质量不够大，不足以塌缩成黑洞) 
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         (4.3.9) 

下面我们来写一个球状冷星的平衡方程，设其密度ρ可随 r 变化： 

[ ] 0d d)( d)d()( 2 =−+− < rS
r

rmGSrrprp rρ
          (4.3.10) 

式中 

rrrm
r

r d 4)( 2
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压强 p 由下列方程决定： 
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(4.3.11) 

压力可有不同的起源，比如说运动学的、辐射或量子力学的等等．完整的解需

要关于物态方程的进一步知识． 
在广义相对论中，相应的方程为 
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            (4.3.12) 

§ 4.4  开普勒问题和散射 

孤立的双星系是二体系统，它们处于星际空间深处，远离其它天体的影

响．这种情况下，力作用在物体的连线上，称作有心力，施力物体为力心．另
一类二体问题是碰撞．对此我们更关心的是动量的变化而不是作用力．有关碰

撞的问题将在下一章中讨论． 
选取一原点为O的惯性系来描述两质点体系
的运动，如图 4.12所示，运动方程为 

( ) rr  1 1 rfm −=&&         (4.4.1) 
( )rr    2 2 rfm =&&         (4.4.2) 

式中 

21 rrr −=  
f > 0适用于引力、库仑力、弹性力等；f  < 0适用于库仑力． 

(1) 由于运动方程右边相对位置矢量的存在，方程组不能分解．先用以下方
法加以处理． 
将(4.4.1)式与(4.4.2)式两边对应相加，有 

0=+ 2211   rr &&&& mm                      (4.4.3) 

将(4.4.1)式两边除以 m1，(4.4.2)式两边除以 m2再对应相减，有 

( )rrr  
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21
2 1 rf

mm 
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

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+−=− &&&&                  (4.4.4) 

定义 

µ
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21

CC2 21 1

C21

≡+

≡+
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mm

mmm
mmm

rrr
                   (4.4.5) 

式中 rC 是“质心”的位置矢量，µ 称为约化质量(reduced mass)．用这两个量，
运动方程可以写作： 

0C =r&&                            (4.4.6) 
( )rr rf−=&& µ                       (4.4.7) 

 
图 4.12  二体问题 

O 

m1, r1 

m2, r2 

r = r1 – r2 
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(4.4.6)式的解给出了运动的趋势，而(4.4.7)式的解提供了运动的细节，即两质点

之间的相对运动．看起来(4.4.7)式像是以 m2 为坐标原点的 m1 的运动方程，实

际上它有着更令人注目的结构：力仍为原来两质点之间的作用力，而质量为约

化质量．两质点相对于质心的运动，容易由相对运动解表达： 

rrrrrr
21

1
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21

2
C1         

mm
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mm
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+
−=−

+
=− ；

 

当选质心作为参考系原点时，总线性动量为零，此参考系称为质心系(COM 
frame)．从(4.4.6)式可知质心系是一个惯性系．在质心系中，两质点和质心共线，

两速度矢量反平行． 
(2) 在按常规求解上面的方程之前，我们先讨论一下有心力对运动的影响． 
对于有心力，力矩将是 

( ) 0=×= rrΜ rf                      (4.4.8) 
按照(3.5.10)式，角动量守恒： 

                        CprL =×=       (C为常矢量) 
这将导致以下结果： 

• r 和 p 共面，两者都处于垂直于常矢量 L 的平面内(采用平面极坐

标系表述较方便，见图 4.13)． 
• ( ) keerL      2θμθμ θ rrr r =+×=  

• 面积速度(开普勒第二定律)： 

常量===
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θ
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• θ   永不改变方向． 

(3) 求解一次积分． 
现在我们集中讨论(4.4.7)式．它可以写为分量形式： 

( ) ( )rrfrr −=− 2   θμ                    (4.4.9) 

( ) 0 2 =+ θθμ rr                       
(4.4.10) 

(4.4.10)式将导致 
常量=θμ 2 r                      (4.4.11) 

利用这一结果，对(4.4.9)式积分得 

( ) ( ) ErUrr =++ 2 22 
2
1 θμ   E 为常量      (4.4.12) 

式中 

 
图 4.13  面积速度 
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第四章  引    力 80 

( )
r
k

r
mm

GrU −≡−= 21                  (4.4.13) 

(4.4.12)式即能量守恒．也可以将(4.4.12)式写作： 
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              (4.4.14) 

(4) 再一次离开常规步骤，作有效势能曲线．如果我们知道了势,就可以作
有效势能曲线,并大致知道轨道形状．图 4.14 中标明了几种可能的轨道．*在图

4.14中，如何画不同轨道的径向动能和有效势能对应的线段? 

(4.4.14)式形式上类似于一维表示式；但是要注意其不同点．对圆轨道，总
能量等于有效势能，这是否意味动能为零呢？绝对不是．有效势能包括了横向

运动的动能． 
(5) 至此我们完全可以求解出各种情况下的解 r (t)．但是我们再作一次改
变，来求轨道方程 r = r(θ )．为此，可以把对时间的求导变为对角度的求导： 
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(4.4.15) 

将上式代入(4.4.14)式，有 
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对于(4.4.13)式表示的引力势能，有 

 

图 4.14  有效势能曲线和轨道 

抛物线 

双曲线 

椭     圆 

圆 
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积分得到 
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           (4.4.17) 

式中 e 是离心率(eccentricity)，而 p = L2/μ k．按照离心率和 p 的定义，有 

( )
p

keE
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1 2−−=
                    

(4.4.18) 

(4.4.17)式可以写成标准形式： 

)(cos1 0θθ −+
=

e
pr                   (4.4.19) 

按照离心率将轨道进行分类的情况，见表 4.2 

表 4.2  轨道分类表 

离心率 能量 轨道 

e = 0 p
kE

2
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圆 

0 < e <1 a
kE
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−=

 
椭圆 

e = 1 E = 0 抛物线 
e > 1 E > 0 双曲线 

对于椭圆轨道，有 
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e
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e
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−
≤≤

+
≡               (4.4.20) 

椭圆的半长轴(semimajor axis)是 
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)1(2)( 2
maxmin eprra −=+=  

半短轴(semiminor axis)是 

apb =  

根据开普勒第二定律，在时间 t 内扫过的面积是 
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而周期T正是扫过整个椭圆面积需要的时间 
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T 232)(2 π
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代入 k 和 p 的表达式(m1 → m, m2 → m')，有 
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       (4.4.21) 

对于E > 0，轨道是双曲线．取θ 0 = 0，轨道相对于极轴对称．假定初速为v0，

对  r → ∞，总能量为 
2
02

1
vμ=E

 
同时，总的角动量是μ v0 b，这里 b 是碰撞参

量，如图 4.15 所示．对于 r → ∞时的角度θ ∞ ，

有 
e1cos −=∞θ  

图中的角度ϕ 称为“散射角”．从几何关系可

知ϕ  = 2λ – π ≈ 2θ∞– π ,而 

Eb
k

2
cot

2
tan =−= ∞θϕ

   (4.4.22)
 

至此，我们从引力公式得到了行星运动

的规律．回想起托勒密为了描述行星运动曾

用了 70 个圆，哥白尼用了 46 个圆，更早还

有柏拉图(Plato)的学生 Eudoxus 曾用 27 个同心圆，而亚里士多德(Aristotle, 
384—322BC)也用过 56 个圆，而现在一个行星一个椭圆，何其简洁!再者，开普

 
图 4.15  散射 
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勒得到的是经验定律，而现在是从引力公式出发得到了更精确的结果[注意

(4.4.21)式中两者的差别].由此，我们不难理解引力定律及其结果的美学价值．*
引力推迟效应对开普勒问题有何影响？ 

§ 4.5  引力场 

牛顿引力定律为 

12 3
12 

21
21 rF

r
mmG−=  

这反映的是一种瞬时的超距作用．按照现代观点，质点或连续分布物体周围存

在一个引力场，位于场中的任何其他质点将受到引力作用，引力场的强度可通

过检验质点 m 所受的力来定义： 

rFg 3f r
mG

m
′

−==
                    

(4.5.1) 

力是可加的，既然引力场通过力来定义，其强度也是可加的： 

∑ −
−

−=
i

i
i

iGm )(3f rr
rr

g
                 (4.5.2) 

例 4.4 在一密度为ρ 的均匀球内有一球形空腔，两球心距离为 l，见图 4.16．求空腔内的

引力场强． 
解：我们可以想象这是两个球形质量的场的差.场强的形式为 

( )

r

rg r

ρ

ρ

G

r
rG

π−=
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3
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于是空腔内的场 

( ) ( )
l

rgrgg

ρGπ−=

−= ′

3
4

 

讨论：阴影部分中的引力场是怎样的呢? 

考虑地球表面一个物体 m 仅受重力作用．如果 m 是在惯性系中，力是 mgf ，

加速度是 a = F/m = gf．如果 m 是在一个加速度为 u& 的加速系中，加速度是

u&&& −=′ vv ，而不是 fg=v& ．如果参考系也受到同样的引力作用被加速而作自由

下落或轨道运动，这时物体 m 相对于这一参考系静止而根本没有重力加速度． 
*例如，在地球的引力场中，轨道卫星和其中的物体都经受重力．此时重力恰恰是轨道运动

 
图 4.16 
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的向心力，卫星和其中的物体有着相同的向心加速度．在卫星参考系中物体则是相对静止

的．这说明场强 gf  始终存在，而运动学量加速度则取决于观察者(参考系)． 

“称重”通常是在相对静止的参考系中进行的．在非惯性系中，我们应当
加上惯性力的影响．  
*高斯定律(Gauss' law) 

对于一个矢量场 gf，我们可以定义通过面积元dS的无限小

通量(flux)： 
Sg dd f ⋅=Φ  

引力场的高斯定律说： 

 4d inf Gm
S

π−=⋅= ∫ SgΦ

         
(4.5.3) 

式中 min为曲面 S 所围物体的质量．利用质点的引力场表达式

可以求得通量值．如图 4.17所示，由质量元 dm形成的场 gf通

过曲面 S 的通量为 
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                    (4.5.4) 

其中 

3

dd
r

Sr ⋅≡Ω
                        

(4.5.5) 

是矢量 r的原点(即质量元 dm处)对 dS 所张的立体角． 

我们可以从二维的情形作一些类比．如图4.18所示，设弧 ds

的方向为其法线方向，则 

θdd2 =⋅ sr
r  

即为 dm 所张的角．可以求得平面上一点对包围它的闭曲线所张

的角为 2π，而对于不包围它的闭曲线所张的角为 0．在三维空间

中，一点对包围它的闭曲面所张的立体角为 4π，而闭合面以外的

点对其张的立体角为 0．由此，我们得到高斯定律： 

 4d inf Gmπ−=⋅= ∫ SgΦ
                 (4.5.6) 

对于对称的高斯面，通量比较容易求出． 

 
图 4.17  通量 

 
图 4.18  dm所张的角 
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从(3.6.7)式可知，保守力可以用势能来表示：F = - ∇U．所以场强是 

V
m
U

m
−∇≡−∇== Fg f                  (4.5.7) 

其中 V 称为引力场的势(potential)． 
从 U 的知识我们知道，m周围的势是 

C
r

GmV +−=      (4.5.8) 

对于半径为 R 的球壳或均匀密度的球，势
的曲线如图 4.19所示． 
具有相等势的各点所形成的曲面叫等
势面(equipotential surfaces)．为了讨论方便
起见，我们常取等势间隔： 

r
r

GmCV dd 2==    (C 为常量)         (4.5.9) 

这样等势面在空间上的间距将是不相等的，正比于 r2． 
场矢量垂直于等势面，并指向势减小的方向．这点我们将在电学中作深入
讨论． 
引潮力[9] (tidal force)是潮汐生成的原因，主要来源于月球和太阳．下面对
它作一些讨论． 
首先考虑月球的影响，如图 4.20所示，月球 m在地面 r 处的引力场强度是 
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                 (4.5.10) 

相应的势是 
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为了对该式作近似处理，我们可以利用矢量的标量函数的泰勒展式来展开： 

( ) L+∇⋅+∇⋅+=+ )()(
!2

1)()()( 2 adadada ffff
 

 
图 4.19  球和球壳的势 

 
图 4.20  引潮力 
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也可以直接展开 azra 21 22 −+ 到(r/a)2，势为 

( )

( )

L+++≡












⋅⋅⋅+−






++−=


















+−−=

−

210

2
2

212

1cos3
2
1cos1

21

VVV

a
r

a
r

a
Gm

a
r

a
z

a
Gm

V

θθ

r

      (4.5.12)

 

其中第一项是常量，对场强没有贡献．总场强可以写作： 

θθ eekg gg
a
Gm

rr ++=
2                  (4.5.13) 

这里第一项是主导项，加速整个地球；在非惯性系中，它被惯性力抵消．而 
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            (4.5.14) 

是潮汐现象的主要项．可以将它们与地球的引力场作比较： 
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而太阳的效应更小， 
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图 4.21中画了新月或满月时的大潮(spring tides)与小潮(neap tides)．潮力不仅作
用在水上也作用在大气和固体上． 

         
图 4.21  大潮和小潮 

地球 
月球 

太阳 

地球 
太阳 月球 



§ 4.5  引  力  场 87 

*潮力撕裂(tidal disruption)  

考虑一质量为 m'、半径为 R 的星体,在相距 a 处有一质量为 m、半径为 r 的伴星

(accompaniment)．假定伴星以角速度ω 旋转,考虑其中一个离其中心ρ 处的小质量元∆m，不

妨设其在赤道平面上(θ = 0, π),如图 4.22所示，它所受的惯性离心力和潮力分别为
 

ρω 2m∆ ,           m
aa

mG
∆

′ ρ2
2  

而将∆m 吸向伴星中心的引力是 

rr
mm

G
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所以撕裂条件是 
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对于最简单的情形，即非旋转伴星，撕裂条件是 
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如果伴星的自转速度等于公转速度，即 
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这一表达式非常接近于适合于流体伴星的洛希极限(Roche limit)： 
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如密度比类似于月球和地球即3.3/5.5，则临界距离为 

 
图 4.22  潮力撕裂 

m', R 

a 

ω 

m, r 

O 

ρ 
∆m 



第四章  引    力 88 

⊕= Ra 5.1  

彗星如果过于接近太阳或木星，将会破裂为两块或更多块．1994 年 6 月苏梅克−列维彗

星(comet Shoemaker-Levy 9)[10] 和木星相撞为此提供了生动的研究课题． 
*引力辐射(gravitational radiation)[11] [12] 
引力可以以波的形式辐射．如果要到达可检测水平，则必须有巨大的质量运动或变动．脉

冲星、准星体、超新星(爆炸)以及星系核心都是引力辐射的可能来源．例如，最近的超新星

爆炸 SN 1987A (supernova)就是检测引力辐射的一个机会．即使如此，引力辐射的检测仍然

是极其艰难的任务，它所要求的检测仪器的灵敏度实在太高了． 

习    题 

4.1. 一中子星半径为 20 km，转速为 1.0 /s．它应有怎样的质量，表面上的物体才不会被

甩出去? 
4.2. 轮船沿地球的赤道航行，该船上一弹簧秤下悬挂一物体．设轮船的航行速度为 v，

(a)证明弹簧秤的读数为 W0 (1 ± 2ω v/g)，其中 W0是轮船静止时弹簧秤的读数,ω 是地球自转

的角速度；(b)解释该结果中出现的加减号的意义． 
4.3. 巴黎和伦敦用一条直的地下铁道连结．两城市间的火车在重力作用下运行．试计算

火车的最大速度以及从伦敦到巴黎旅行所用的时间．两城市间的距离为 300km，地球半径为

6400km，忽略摩擦． 

4.4. 一半径为 R的铅制球体中有一位于球体表面与中心

之间的空洞，如图所示．设铅球未挖空前的质量为 m'，试

求这一中空的铅球与球外一质量为 m 的质点之间的引力；

该质点位于铅球和空洞的连心线上，与铅球的中心距离为

d． 
4.5.一质量为 220kg 的卫星起初在距离地球表面 640km 的轨道上运动，(a)确定其速度；

(b)求其周期．(c)由于多种原因，卫星每运行一周平均损失机械能 1.4 × 105 J．作为近似，可

认为卫星的轨道是一个半径逐渐变小的圆形，试确定卫行星运行了 1500 圈后与地球表面的

距离、速度及周期；(d)求平均阻力的大小．(e)在此过程中角动量是否守恒? 
4.6. 估算一下人通过跳跃就能脱离的小行星的半径有多大． 
4.7. 考虑两个具有相等质量 m 的卫星 A 和 B，它们在相

同的轨道 r 上环绕地球运动，但是方向相反，故它们在某个

时候将发生碰撞(如图)．(a)用 G、m⊕、m 和 r，求出碰撞前

两个卫星及地球的总能量 EA + EB；(b)若碰撞是非弹性的，

并且碰撞碎片依旧聚集在一起(即质量变为 2m)，求碰撞后的

总机械能；(c)描述碰撞后碎片的运动． 
4.8. 一火箭由地球(半径为 R)表面，以速度 v = (vr , vθ )

发射．略去空气摩擦和地球转动(但用精确的重力场)，试求

 
题 4.4 图 

 
题 4.7 图 

d 

A m m B r 

m⊕ 



参 考 文 献 89 

确定火箭所达到最大高度 h 的方程．将 h/R 作为小量，求解该方程，并对 v 是垂直向上的情

形，给出结果． 
4.9. 试对均匀情形求解(4.3.12)式． 
4.10. 一质量为 m 的质点沿着由 x = x0cos ω1t，y = y0sin ω2t 所给定的轨道运动．(a)求质点

所受作用力的 x 分量和 y 分量．问在什么情况下，这个力是有心力?(b)求势能(作为 x 和 y 的
函数)．(c)确定该质点的动能．证明质点的总能量守恒． 

4.11. 环绕地球运动的卫星，其椭圆轨道的近地点距地球表面 300km，远地点距地球表

面 2000km，试求卫星在轨道的近地点与远地点处的速率之比． 
4.12. 质量为 m 的粒子受到大小为 k/r2的引力作用，k 为一常量．在某个时刻如果粒子处

于其封闭轨道的一个极端，此时与力心距离为 a，速度为 mak 2 ，(a)求另一个极端的位置．(b)
粒子处于另一个极端时的速度是多少? 

4.13. 一质量为 m 的质点受到两个力的作用：一个是有心力 F1 = f (r )e r，另一个是摩擦

力 F2 = –λv (λ > 0)，其中 v 是质点的速度．若初始时刻该质点对 r = 0 点的角动量是 L0，求

以后各时刻质点的角动量． 
4.14. 如果两体问题中的力是 f (r ) = – kr，轨道将是怎样的? 

4.15. 考虑一个质量为 m 的行星，环绕质量为 m' 的恒星运动．假定在恒星周围空间均匀

分布有密度为ρ 的尘埃． 
(a)证明尘埃的作用相当于增加一个附加的有心力，其大小为 F' = − mkr，式中 

Gk ρ
3

4π
=  

G为引力常量．忽略任何与尘埃碰撞的阻力． 

(b)若行星在圆轨道上运动，角动量为 L，试利用 L、G、m'和 k 来表示轨道半径 r 所满

足的方程．不必求解方程． 
4.16. 怎样根据轨道求力 f (r )? 
4.17. 从量纲分析导出(4.4.22)式． 
4.18. 一个球形物体以角速度ω 转动． 
(a) 如果仅仅有引力阻碍球的离心撕裂，那么该球必须具有的最小密度是多少?利用这一

点估计蟹状星云中转速为 30/s 的脉冲星的最小密度． 
(b) 如果脉冲星的质量与太阳的质量相当，它的最大可能半径是多少? 
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第五章  质点系动力学 

在第三章和第四章中已经研究了牛顿运动定律和万有引力定律．本章将把
这些定律对单质点的应用推广到多质点系统，其中包括变质量系统、碰撞和流

体等专题．多质点系统是一种抽象．当我们关心整个系统的运动而对系统中的

个体只考虑平动时，就可将系统当作多质点系统． 

§ 5.1  质心和质心系 

现考虑 N个质点组成的系统，称为质点系．我们希望知道系统作为一个整
体，它的运动以及各个质点相对于适当参考系的运动．对于质点 1，运动方程
是 

  11312111 Nm FFFFr ++++= L&&                (5.1.1) 
或者一般地写作 
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式中，Fi 是作用在第i个质点上的外力，Fij 是第j个质点对第i个质点的作用力．对
质点编号i 求和将有 
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定义 

 extFF ≡∑
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                                              (5.1.4) 

为作用在系统上的合外力；而 
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(5.1.5) 

定义了质心(center of mass, com)，或者更确切地说定义了质心的位置矢量．质
心并不一定是系统中的某一个点．引入这两个量，运动方程(5.1.3)式变成 

extCC Fr =&&m                         (5.1.6) 
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这就给出了系统运动的总趋势．看起来好象质量全部集中在质心，而外力也全

部作用在质心上．质心的运动是系统作为整体的平动．这里已经设(5.1.3)式中
右边的第二项为零，实际上，根据牛顿第三定律，该项中各个力两两成对，就
作用在整个系统上的力而言，它们相互抵消了．总线性动量的表达式 

CCiii mm
t

m rrrpp && ==== ∑∑∑ d
d                         (5.1.7) 

也支持上述图象，并导致一致的结果： 

extFp =&                           (5.1.8) 

根据(5.1.5)式，质心的位置可以表示为 

i
i

im
m

rr ∑=
C

C
1

                       (5.1.9) 

例 5.1 在水分子中，氢氧键长度为 d = 0.91×10–10 m，张角为 105°．求水分子的质心． 

解：取角平分线为 x 轴，氧原子为坐标原点．由于对称性，质心

位于 x 轴上，故 

m1062.0

2
2

105
cos 2

11

OH
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°

=
mm
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x

 

水分子在运动中可以作各种转动或平动，质心的运动代表它的平动． 

例 5.2  求 地日系统的质心． 

解：取太阳中心为原点，质心位于 

⊙
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R

R
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m
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对于连续的质量分布，质心的表达式是 

∫∫ == τρ d 
1

d 
1

CC
C rrr

m
m

m
                

(5.1.10) 

为了描述质点系的运动，我们常常采用实验室系(L-frame)，即使用位置矢
量 r 1, r 2, ···, ri,··· ．有时也采用质心系(C-frame)，以质心为原点，利用带撇的位
置矢量： 

 Crrr +′= ii                        (5.1.11) 

 
图 5.1  水分子 

H 

H 

x 105° O 
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由上式或质心的定义知道 
0=′Cr                          (5.1.12) 

对质心系，总的线性动量为 

( ) ( ) 0=′=′=′=′ ∑∑   
d
d  

d
d CC rrrp m

t
m

t
m iiii

         
(5.1.13) 

这是质心系的主要特性．质点系的总角动量为 

 i
i

i prL ×=∑
                     

(5.1.14) 

它随时间的变化率为 
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式中右边第一项是外力矩，而第二项 
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上式中第二行是由于牛顿第三定律：作用力与反作用力反平行．如果不仅如此，

两力还沿着两质点的连线，则称为强第三定律．根据强第三定律，第三行为零，

有 

 
d
d

extΜL =
t                       

(5.1.16) 

另一方面，我们可以用相对于质心的量来表达角动量和力矩： 
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( )[ ] prrrr
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( )

CCCC

extCC

C

ext

 

  

 

rrM

FrM

Frr

FrM

&&×+=

×+=

×+′=

×=

∑
∑

m

ii

ii

 

式中 LC、MC 分别是相对于质心的角动量和力矩．将上面的结果代入(5.1.16)式，
我们可得到下列关系： 

CCd
d ML =
t                       

(5.1.17) 

现在，我们来考察功能关系： 
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 (5.1.18)

 

如果内力是保守力，则有 
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d

ext

(f)

(i)
 

UUW

W
i

i

ij
j

iji

−+=

⋅




⌡

⌠



















+= ∑ ∑
≠

rFF

               (5.1.19)

 

式中 

∑
≠

=

ji
ji

jiUU

 
,

 2
1                       (5.1.20) 

Uij 是 i  和 j  之间的(二体)势能，它可如下推得： 
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( )
1212

2112221112

d
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r
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(5.1.21) 

结合(5.1.18)式，有 
)i()f()i()f(ext TTUUW −+−=              (5.1.22) 

即外力做功等于系统能量的增加．如果外力中有一部分也是保守力，这部分外

力所做的功 W'ext可以写为 

fi
ext ∑∑ −=′

i
i

i
i UUW                  (5.1.23) 

这种(单体)势能可以合并到(5.1.20)式的势能表达式中，我们有(非保守部分)外
力做功等于机械能增加．外力全部为保守力时则仍然有机械能守恒． 

值得注意，一般惯性系中的动能与质心系中的动能只差一个常量： 
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例 5.3  求拉起一根长为A的绳子所做的功． 
解：如图 5.2，取 y 轴向上，得 

( ) gymyF ⎟
⎠
⎞
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1

 
而功 

( ) A
A

mgyyFW
4
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利用质心表示以及功能关系(5.1.22)式，立即可以得到 
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4
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*在跳高中，运动员总是采取质心较低的姿势．这样，越过一定的高度需要较少的能量，

或者说，对一定的爆发力可以越过更高的高度。例如，采取俯卧式(straddle jump)或背越式

(Forsbury flop)，质心甚至可低于横杆． 

 
图 5.2  例 5.3 

F

y
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有时质点系中的质点会受到一定约束(constraints)．例如，位置矢量可能受

到以下面的约束： 
[ ]( ) 0,,, 21 =tf "rr  

对于一个刚体，则有 
    jiji C=− rr  

§ 5.2  变质量系 

当系统吸收或抛弃部分质量时，我们可以将系统作为变质量系(system of 
variable mass)来处理．这类例子有雨点、火箭、传输带等等；黑洞的间接例证，

如 Cygnus X–1 等也在其中．当黑洞和伴星组成双星时，就有从伴星流向黑洞的

吸积流，作为变质量系统，伴星的公转周期由此而变化． 
现在用火箭作为例子，来推导出这种系统的一般方程．设在时刻 t，火箭

的质量和速度分别为 m、v；而在时刻 t + Δt，它们分别为 m(t + Δt) = m(t) – Δm
以及  v +Δv [注意：m ( t + dt) = m(t) + dm]，而Δm 的速度是 u，如图5.3 所示．这

样系统和Δm 一起总动量的平均变化率是 
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当时间间隔 Δt 趋向于零时，差商趋向于导数： 
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(5.2.1) 

同时，总外力即为作用在m(t)上的外力．因此，有运动方程 

( )
t
m

t
m

d
d

d
d

ext v
v

−+= uF
                  (5.2.2) 

当然，我们也可以直接用牛顿第二定律来分析变质量系统．要点是将上述

方程用于总质量不变的整个体系,然后再小心认定你要研究的系统的那一部分． 

 
图 5.3  变质量系统 

m(t) m(t + Δt)Δm

v u v + Δv
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例 5.4  已知火箭从静止开始发射，质量为 m0 = 2.72×106 kg．火箭喷射气体速率为 

 kg/s101.29
d
d 3×==− C

t
m

 

气体喷出速度(exhaust speed)为 vrel = 5.50×104m/s，求火箭质量为 mf = 2.52×106 kg 时的速度

vf． 
解：从所给的数据可知加速时间是 t = 155 s． 
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取 z 轴向上，我们有 
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如果考虑重力加速度 g 对 z = R⊕+ h 的依赖性，我们有以下方程： 
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例 5.5  求传输带的功率． 
解：如图5.4 所示，传输带速度恒定，相对速度和运动方程为 
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功率是 
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试讨论上式中的因子 2． 

§ 5.3  碰撞 

碰撞的物理定义有多种，例如： 
• 一种遭遇； 
• 一种以脉冲力相互作用的过程； 
• 两质点交换它们动量和能量的过程． 

 
图 5.4  传输带 

v 
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我们倾向于第三种说法，但一般限于指相互作用力程较短或可以较明确地说明

其持续期的过程．气体分子间的相互作用常采用伦纳德-琼斯势(Lennard-Jones 
potential)来描述： 
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4
rr

U σσε
                   (5.3.1) 

它显示了作用力的力程很短．长程相互作用物体之间的碰撞，如所谓的库仑散

射，则是专门的课题． 
经常发生碰撞的宏观物体有天体(celestial bodies)、桌球(billiards)、气垫导

轨上的滑块(riders on air track)等等．我们也常常提及气体分子间的碰撞以及原

子、原子核、基本粒子间的碰撞等等很多例子．这些例子还包括“散射”

(scattering)： 
aAaA +⎯→⎯+  

例如，导致原子核发现的卢瑟福 (Rutherford)散射： 

AuAu +α⎯→⎯+α  

又例如裂变(fission)中减速剂(moderator)造成的中子的减速过程： 

HnHn 22 +⎯→⎯+ 慢快  

其中 2H 是重水中的氘核(deuteron)． 
在更广的意义上，我们可以把下列过程都算作碰撞，如核反应及衰变： 

MeV27.3nHeHH 322 ++⎯→⎯+  

粒子间的碰撞、反应及衰变： 
  epn eν++⎯→⎯ −            (β衰变) 

在碰撞问题中，细节往往难于测量，特别是微观领域的情形．通常我们只

研究碰撞物体的(近于自由态的)初态和末态，而将细节留在“黑盒子”中，图

5.5 是这种情况的示意图．我们可以从初态 i 来求末态 f，或反之．当然，我们

也可以期望从 i 态和 f 态获得相互作用的信息；反散射方法 (inverse scattering 
method) 就是旨在根据散射求相互作用的一种研究手段．“黑盒子”思想在很多

领域都有广泛的应用；如在电子学中，我们可以从输入和输出讯号来找出电路

网络或功能集成块的结构；又如医学诊断(diagnose)，在大多数情形下并不进行

解剖，而是根据体表的症兆对体内病变做出判断． 
在通常的碰撞问题中，相互作用较强而持续期较短，外力可以忽略．于是

我们可以对 i 态 和 f 态应用动量和能量守恒： 
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fi pp =  

ffii UTUT +=+  

式中U包括了碰撞对象间的势能和各对象的内能． 
定义反应能(reaction energy)为 

fiif UUTTQ −=−≡                    (5.3.2) 

宏观上它是热能，微观上它可以是粒子的动能．如果粒子存在内部结构，还可

以是内能． 
Q = 0，相应于弹性碰撞，机械能守恒．Q > 0，相应于放热反应(exothermic 

reaction)，例子有聚变、裂变、爆炸等等，实际上是其它来源提供了能量而使

动能增加．Q < 0，相应于吸热反应(endothermic reaction)，期间部分动能转变为

其它形式的能量． 
不同类型的碰撞可能涉及到不同的技术问题和专门的领域．例如，在下列

反应中： 

enpe ν+⎯→⎯+−
 

由于有中微子(neutrino)介入，我们必须用相对论的动量能量关系；而在聚变过

程中： 
Q++⎯→⎯+ nHeHH 322  

我们关注的则是 Q 值， 
( ) ( )  

f
2

0i
2

0 ∑∑ −= cmcmQ
               

(5.3.3) 

最简单的碰撞发生在一维——正碰(head-on)，如图5.6 所示．首先我们讨论

弹性碰撞，即 Q = 0． 

 
      初态                     末态 

图 5.5  碰撞前后的状态 

 
碰撞前                碰撞后 

图 5.6  正碰 

m1v1 m2v2 m1v1' m2v2'
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动量守恒和能量守恒分别是 

22112211 vvvv ′+′=+ mmmm                 (5.3.4) 
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vvvv ′+′=++ mmmmQ          (5.3.5) 

注意Q (现在是零)在方程中的位置．(5.3.4)式和(5.3.5)式可改写为 
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对于 v1 ≠ v'1 (否则将不发生碰撞)，有 

2211 vvvv +′=′+  
定义趋近速度和分离速度 

12sep21app       , vvvvvv ′−′≡−≡
                (5.3.6) 

以上结果即 
 sepapp vv =
                       (5.3.7) 

简单的代数运算将给出 
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(5.3.8) 

讨论：为方便起见，我们取 v2 = 0．于是， 
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(5.3.9) 

(1) 反冲(recoil)  如果 m1 << m2，则 
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质点 2 获得动能，且 
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(2) 转移(transfer)  如果 m1 = m2，则 

121     ,  0 vvv =′=′  
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速度和能量发生了转移．这就解释了在反应堆中，单就质量而言氢是最有效的

中子减速剂．可是由于质子要俘获中子而产生氘，通常采用重水而直接利用其

中的氘来作减速剂． 
(3) 如果 m1 >> m2，则 
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对于 Q < 0 (Tf   < TI )，则 vapp > vsep (作为一个练习，试证明之)，碰撞称为非弹

性(inelastic)的．可以用下式定义恢复系数(coefficient of restitution) e： 

1221 )( vvvv ′−′=−e                    (5.3.10) 

其中 0 ≤ e < 1．e = 0 的情形相应于完全非弹性碰撞(completely inelastic)，即两

个质点黏在一起． 

例 5.6  求冲击摆(Ballistic pendulum)的反应能． 
解：如图5.7 所示，动量守恒为 

vv ′+′= )( mmm  

子弹嵌入以后能量守恒，起摆到最大高度时， 

( ) ( ) ( )θcos1
2
1 2 −+′=′+′ gLmmmm v

 

所以较难测的子弹速度可利用起摆角度表示为 
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反应能为 
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这意味着系统丧失部分动能而获得热能． 

在二维碰撞中未知数增加，特别当产物多于两个时问题就更难求解了．除

了入射动量外一般还需要辅以其它信息，问题才能彻底求解．由于运动的独立

性，二维碰撞问题一般可以将动量按相互垂直(实际上，只须不平行即可)的方

向分解以后再作讨论． 
 

 
图 5.7 

θ L 

m, v m'
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例 5.7  一束能量为 1.85 MeV 的质子轰击氟(fluorine)核，一些质子以反应的形式与氟核

作用． 
Q+α+⎯→⎯+ OpF 1619

 

在垂直于入射束的方向上观察到有α粒子出现，它们的

速度是1.95×107m/s. 求该过程中的反应能．涉及的质量有 

u00.4       ,u 0.16

u01.1       ,u 0.19

O

pF

==

==

αmm

mm

 

解：动量守恒是 

 sin 0             :

cos       :

OO

OOpp

αα−=

=

vv

vv

mmy

mmx

θ

θ

 
能量守恒是 

 
2
1

2
1

2
1 2

OO
2
pp

2
αα+=+ vvv mmmQ

 
这里我们用了简单的经典动能表达式，原因是入射质子的能量较小： 

2
pMeV938MeV85.1 cm=<<  

反应能为 

( ) ( ) ( )

p
O

p

O

2
pp

p

22
OO

O

11

111
2
1

T
m
m

T
m
m

m
m

m
m

m
m

Q

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−+=

α
α

αα
α

vvv

 

代入有关数据得到最后的结果： 
MeV10.8=Q  

*如何定义二维碰撞的恢复系数?用速度的大小还是在某一方向上的投影? 

在核物理或粒子物理中经常用到质心系．图5.9 表示在实验室系和质心系中

所观察粒子碰撞的情形．假定靶粒子在实验室参考系中是静止的(v2 = 0)，则在

实验室参考系中有 
11vm=p                        (5.3.11) 

( ) pp ==+= 11C21C vv mmm                (5.3.12) 

 
图 5.8  例 5.7 

 
图 5.9  实验室系和质心系 

p

O 

θ x 

α 

m1

v1 vC

m2COM m1 m2COM



§ 5.3  碰    撞 103 

在质心系中， 

1
21

1
CC21

21

2
C1C1 , vvvvvvv

mm
m

mm
m

+
−=−=

+
=−= 0

 
容易证明 

1C22C21C11C1 , vvvv μμ −==== mm pp  
动量守恒为 

00 =′+′=+ C221C1C22C11 , vvvv mmmm  

对于 Q = 0，能量守恒为 

  
2
1 

2
1 

2
1 

2
10 2

C22
2
C11

2
C22

2
C11 vvvv ′+′=++ mmmm  

所有这些导致 
      , C2C2C1C1 vvvv ′=′=  

所以在质心系中质点只改变其速度方向． 
*找出实验室参考系和质心系中散射角的关系对于解决实际问题是很有用的．在碰撞以

后，质点 1 在实验室参考系中有速度 v'1而在质心系中为 v'1C．它们的关系是 

 CC11 vvv +′=′  

在图 5.10 中，θ、Θ 分别是实验室参考系和质心参考系中的

散射角，注意， 

2

1

C1

C2

C1

C

m
m

==
′ v

v

v

v
 

有 

Θ
Θ

Θ
Θθ

cos
sin

cos 
sin tan

21C1C

C1

+
=

′+
′

=
mmvv

v
 

对于不同的质量比，可以求出实验室参考系中散射角的范围，如图 5.11 所示． 

对于 Q < 0，动能减少而势能或内能增加．在质心系中恢复系数的可能定

义是 
( )  C1C2C2C1 vvvv ′−′=−e                  (5.3.13) 

 
图 5.10  散射角 

 
图 5.11  散射角的范围 

θ Θ 

v1' 
v1' C 

vC 

θ Θ 

v1' v1' C

vC

θ Θ 

v1' v1' C

vC
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对于 Q > 0，我们应该将它放入能量守恒方程中． 
*设一质量为 m0的物体衰变为 3 片相等的碎片， 

Qmm +⎯→⎯ 30  

且 Q > 0，动量和能量守恒提供了 4个
方程，而 3个碎片的运动要由 6个量( 3
个标量和 3 个矢量)来决定，所以问题

没有完全确定．但是我们可以由此得到

一些确定的线索．画一个以 Q 为高的

等边三角形，以其内部的点到三边的距离表示 3 个碎片的动能，所允许的点都在三角形的内

接圆中；对于极端相对论的能量动量关系(见§ 9.5)，所允许的点在一个倒三角形中．这种表

示叫做戴立兹图(Dalitz plot)，见图 5.12． 
对于宏观物体，碰撞参量 b 反映了散射强度，当然它必须小于力程．力程

越大，发生碰撞事件的概率也越大．对于刚性球，其截面就是这种概率的测度．对

于其它情形，我们可以引入有效散射截面(Cross section)．让一束氘核轰击面积

为 A、厚度为 t 的金箔，设入射率为 R、散射中心的密度为 n．我们可以建立事

件率 R'和有效核截面积σ 之间的关系为 

( ) σσ Rnt
A

nAtRR ==′
                  

(5.3.14) 

截面的量纲为L2，单位为m2，也常用b (靶恩，barn)． 
228 m10b  1 −=                    (5.3.15) 

可能发生什么样的事件与涉及的能量大小有关．例如，除了弹性和非弹性散射

外，下列过程都是可能的： 

HgnAuH

AupAuH
1981972

1981972

+⎯→⎯+

+⎯→⎯+

 

为了描述各种过程的不同概率，我们应该赋予它们不同的截面．这样，每一事

件有它自己的截面．这些截面与几何面积未必有任何关系，只是为了保留这样

一个术语而已． 
每一个入射粒子在行进过程中可能遭遇多次碰撞．我们想知道平均说在两

次碰撞之间所能自由飞行的距离——平均自由程(Mean free path)．在气体中，

分子彼此频繁地碰撞，因此平均自由程这一概念也适用于气体分子的运动．从

量纲分析，我们可以得到平均自由程 

σ
λ

n
1

=                        (5.3.16) 

 
图 5.12  戴立兹图 

Q
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严格的计算表明，平均自由程是 

σ
λ

n2
1

=                       (5.3.17) 

两者只相差一个数值因子． 

§ 5.4  流体运动 

流体是一个连续统(continuum)．为了用描述质点系的一般方法描述流体运

动，我们可以想象流体是由流体元组成的，就能像处理质点问题一样，给出初

始条件，然后求此后的位置和运动．这一方法来自拉格朗日(Joseph Louis 
Lagrange, 1736—1813) ．另外一种不同的方法是由欧拉 (Leonhard Euler, 
1707—1783)提出的．按照欧拉的方法，我们不是追踪流体元的运动，而是研究

流体密度和速度的空间分布以及随时间的变化．在大多数情形，人们采用后一

种方法．流体流可以是不稳定的，如潮流、湍流(turbulence)，也可以是稳定的；

流体流可以是有旋的，如旋涡(whirlpool)，也可以是无旋的；流体流可以有源、

有漏或两者都有，也可以都没有；流体可以是可压缩的或不可压的；流体还可

以是黏性的或无黏性的．在初次接触时，我们只讨论最简单的情形：不可压的、

无黏性的稳定流．这样就没有时间 t 介入，所要求的只是 

)(   ,)( rr vv == ρρ
                     (5.4.1) 

在稳定流中，v = v(r)．流体元所经过的路径叫流线(stream-line)．流线均

不相交，否则在交点上将会有两个速度方向了．一束流线组成的管叫做流管(图
5.13)，显然流体不能穿过流管壁． 

在Δt 时间内，从一流管两端流入和流出的质量分别为 

tAmtAm Δ=ΔΔ=Δ 22221111     , vv ρρ  

由于质量通量 dm/dt 为常量，有 

222111 vv AA ρρ =  
即 

常量=vAρ           (5.4.2) 
对不可压缩流体， 

常量=vA                         (5.4.3) 

(5.4.2)式和(5.4.3)式称为连续性方程(equation of continuity)，实际上就是质量守

恒方程． 

 

 

 
图 5.13  流管 

A1, v1

A2, v2 



第五章  质点系动力学 106 

*源或漏以及不稳定的漂移都对当地密度有贡献．这样连续性方程应作： 

S
t

=⋅∇+
∂ 

∂ )( vρρ
                      (5.4.4) 

其中−∇·(ρv)为漂移项，S 为源(> 0)或者漏(< 0)． 

对于不可压缩、无黏性流体，功能关系是 

TUWTWWW Δ=Δ−Δ=+= pgp        ，  
式中 

( ) ( ) ( ) VpptAptApW Δ−=Δ−Δ= 21222111p vv  
而 

( ) ( )12
2
1

2
22

1 zzgmmUT −Δ+−Δ=Δ+Δ vv  

注意， 

ρ=
Δ
Δ

→Δ V
m

V 0
lim  

这样我们有伯努利方程(Bernoulli's equation)： 

常量
2
1 2 =++ gzp ρρv

                    
(5.4.5) 

由瑞士数学家伯努利(Daniel Bernoulli)提出．他的代表作是 

Hydridynamica (1738) 

伯努利方程有着广泛的应用．但需注意，它只适用于同一流管或流线．对于静

态平衡(v = 0)情况, 
常量=+ gzp ρ                       (5.4.6) 

*以上是对不可压流体推导的，一般情形则应从欧拉方程(Euler equation) 

g+∇−= p
t ρ

1
d
dv  

的静态形式∇p = ρ g 来考虑．如大气的压强和密度随高度变化，则有 dp =  –ρ gdz． 

对于水平管道流， 

常量 
2
1 2 =+ vρp                    (5.4.7) 

这常被称作伯努利原理：高速则低压． 
*文丘里管(Venturi meter) (见图 5.14)可用来测量空气流的速度 v．对空气流，(5.4.3)式

和(5.4.7)式适用．对 U 型管(静态)： 
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ghpghp aA Hg)(  ρρ +=+  

我们可以从 h 计算 v． 
在体育运动中有很多例子用到了伯努

利原理．图 5.15 中显示了上旋球的受力情

况．由于黏性作用，有一薄层空气被球带

动，造成球上部高压，从而使球受向下的

力．足球中的香蕉球也可类似地解释． 
另外的例子有飞机或水翼船的动力举

升．机翼上部的流线较下部挤，那就意味

着高速和低压(图5.16)．实际上机翼上下的

流速可以通过未受机翼影响的流体的速度

间接进行比较．通常在飞机起飞时机翼有

一定的迎角(angle of attack)以增加举力． 

§ 5.5  对称性和守恒律 

对称性是指一定对称操作之下的不变性．更确切地，我们是说物理定律在

某些操作或变换之下的不变性．例如，在伽利略变换下牛顿定律是不变的．变

换可以是连续的或分立的；可以和时空有关，也可以无关．变换与不可区分性

或不可测量性以及守恒律有关．除了电荷共轭变换以外，与时空无关的变换统

称规范变换(gauge transform)． 
我们将分别在相应的章节中提及各守恒律．表 5.1 列出的前三个变换出现

在力学部分；电荷守恒将在§ 15.1 中提到；其余部分将主要在§ 29.3 和§ 29.5 中

讨论．在§ 26.5关于生物大分子的讨论中，也讨论了生物分子中的左右对称问题． 
 
 
 

 
图 5.14 

 
图 5.15 玛格纳斯(Magnus)效应 

 
图 5.16  机翼所受的举力 

A

v 

h

a 
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表 5.1 

变  换 不可测量性 守恒律 

空间平移 空间绝对位置 动量 

时间平移 绝对时间 能量 

转动 空间绝对方向 角动量 

电荷规范变换 电荷空间相位 电荷 

重子规范变换 重子荷空间相位 重子(baryons)数 

轻子规范变换 轻子荷空间相位 轻子(leptons)数 

空间反演 左右 宇称(parity) 

时间反演 时间方向 —— 

电荷共轭 粒子-反粒子 电荷宇称 

通常我们从运动方程出发讨论守恒律，然后说明对称性．在理论物理中，

则有不同的推理过程，往往以对称性为出发点．1905 年人们理解了麦克斯韦方

程中深刻的对称性(§ 20.2)，1907 年爱因斯坦想“为什么我们不能将这样的过程

倒过来?为什么我们不能从对称性出发建立符合对称性原则的基本方程，并由此

得到和方程符合的实验结果?”[3]．杨-米尔斯(Yang-Mills) 非阿贝耳规范对称

(non-Abelian gauge symmetry)理论[4]是这方面的典范．有人指出这一理论与广

义相对论有异曲同工之妙．这一理论适合于弱电相互作用和夸克间的强相互作

用(strong interaction)． 
在理论力学中，会讲到Noether 定理(Noether's theorem, Emmy Noether, 

1882--1935)，它阐述了系统对称性质和守恒律的关系．该定理说： 

• 拉格朗日(Lagrangian)密度的一个连续对称性质导致一个守恒条件． 

为了大致理解这一定理，我们可以说： 

• 系统的一个连续对称性质导致一个守恒条件． 

习    题 

5.1.求均匀半圆板(半径为 R)的质心． 
5.2. 一质量为 m、半径为 R 的小圆球位于相同质量、内半径为

2R 的球壳内，球壳放在光滑桌面上，如图所示．释放小球，任其下

落，最后静止，求球壳移动了多远? 
5.3. 将一质量为m、长度为L 的柔软均匀链条的一端垂直地悬挂

起来，其下端恰好接触到桌子的表面．现将其上端突然释放，链条
 

题 5.2 图 
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自由落至桌面并盘成一小堆，链条的每一节落至桌面时便立即静止，试用静止在桌面上的链

条的质量来表示任一时刻桌面作用于链条上的力． 
5.4. 一火箭在均匀引力场中以恒定速率 u 喷射气体而由静止升起．假定气体排放率为

γ m，其中 m 是火箭的瞬时质量，γ 是常量；又假定使火箭减速的空气阻力是 bv，b 为常量，

v 是火箭的速率．求 v (把它表示为时间的函数)． 
 [提示：终极速度是 m(γu − g)/b] 
5.5. 一雨滴的初始质量为 m0，在重力的影响下，由静止开始降落．假定此雨滴从云中得

到质量，其质量的增长率正比于它的瞬时质量和瞬时速度的乘积： 

vkm
t
m

=
d
d

 

式中k为常量．试证明雨滴的速率实际上最后成为常量，并给出终极速率的表达式．忽略空

气的阻力． 

5.6. 如图所示，两物块在无磨擦的桌面上运动，其中 k = 1120 N/m, m1 = 2.0kg, v1 = 10 m/s , 
m2 = 5.0kg, v2 = 3.0m/s．求碰撞时弹簧的最大压缩量． 

5.7. 如图所示，右侧的两个小球起初静止并略微分离，左侧有一小球以速度 v0入射，假

设碰撞是弹性正碰；(a)若 m' = m，说明整个过程中有两次碰撞并求各球最后的速度；(b)若
m' > m，说明有三次碰撞并求各球最后的速度． 

5.8. 慢中子与静止重水中的氘核发生弹性碰撞，若中子的散射角为 90º，试证明其动能

将损失 2/3 并传递给了氘核． 
5.9. 如图所示，一质量为 m 的球在两个壁面间以速度 v0

来回弹跳，碰撞是完全弹性的．略去重力不计, (a)求每个壁

所受到的平均作用力 F．(b)如果一个表面以 v<< v0 的速率

慢慢地移向另一表面，则回跳频率由于碰撞间的距离减小以

及球从运动的表面碰回时，球的速率增大而增加．求出用表

面间的距离 x 来表示的力 F．(c)证明：把表面从距离A 推近

到距离 x 时所做的功等于球的动能的增加．(这个问题说明

了当气体压缩时温度升高的机制．) 
5.10. 用能量为 E0的氦原子核去轰击一个薄的锂靶．锂原子核原来静止于靶内，但基本

上是不受束缚的．当氦核进入一锂核，就能产生反应，复合核分裂为一个硼核和一个中子．碰

撞是非弹性的，而最后的动能比 E0少了 2.8MeV．粒子的相对质量是：氦为 4，锂为 7，硼

为 10，中子为 1．这个反应可写为 

               
题5.6图                                                 题5.7图 

 
题5.9图 

v1

m1

v2

m2

k
v0

m m m' 

v x 

m 
v0 

A 
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2.8MeVnBHeLi 1047 −+→+  

(a)可以产生中子所需的 E0的最小值 E0 min是多少?在此阈限上,中子能量是多少? 
(b)证明：如果入射能量落在 E0 min < E0 <E0 min + 0.27MeV 范围内时，则向前抛出的中子

的能量并不都一样，但必定是两个可能的能量值的一个．(在质心坐标系中看这个反应，即

可得出这两个能量的来源．) 
5.11. 质量为 m1的粒子与起初静止的质量为 m2的粒子发生弹性碰撞，证明： (a) m1的最

大散射角θm由下式确定： 2
1

2
2m

2 1cos mm−=θ ,故当 m1 > m2时，有 0 ≤ θm ≤ π/ 2；(b)当 m m1 2=

时，有θ 1+θ 2= π/ 2，θ 1和θ 2分别是 m1和 m2的散射角；(c)当 m1 < m2时，θ 1可以取 0 到π 

之间的所有值． 
5.12. 如图，密度为ρ 的流体以速度 v1流经

一横截面积为 a1的较窄的区域，然后在某处突

然到达横截面积为 a2的较宽的区域，并与周围

的液体混合后一同以速度 v2继续流动． 
(a) 若不考虑混合过程的细节，用动量的

概念证明由于混合而引起压强的增加近似为 

( )21212 vv −=− vpp ρ  

(b) 根据伯努利方程，证明对于逐渐变宽的管道，其压力的增加应为 

( )2
2

2
112 2

1
vv −=− ρpp

 

(c) 计算突变情形下压力的损失．你能与动力学中的弹性或非弹性碰

撞作一类比吗? 
5.13. 利用虹吸现象,可以取出容器中液体而无须倾斜容器．如图所示，

首先要将其中的管道注满液体，而液体一旦开始流动，则该过程将一直

持续至容器中的液面低于管道的开口A 端．设液体的密度为ρ，并忽略其

黏性．(a)从管道的开口 C 处流出的液体的速率是多少? (b)在最高点 B 处

液体的压强是多少? (c)使虹吸现象能够发生的 h1的最大高度是多少? 
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第六章  刚体动力学 

§ 6.1  转动惯量 

一个一般的转动可以由按一定次序绕 3 个垂直轴的转动来合成．定轴转动

是任意转动的基本元素．定轴指的是确定的转动轴，也指转动轴在运动中保持

平行的情形． 
线性动量正比于速度．角动量与角速度之间是否也有类似的关系呢？如果

有，那么与惯性质量对应的是什么量呢？在§ 3.5 中，我们得到了质点的角动量

表达式(3.5.7)式．这里我们重复推导如下： 

( ) ( )[ ]
( )

ρω zmm

zm

zzm
m

  

 

2 ωρ

ωρρ

ρωρ

ϕρ

ρρ

−=

×+=

+××+=
×=

eke

kekke
rL v

 

在§ 3.5 中我们处理的是单个质点，而且取运动平

面 z = 0；对于质点系，不管是否是刚性连接，上

述结果可以直接推广为 

  
i

2 ∑∑ −=
i

iiiii zmm ρω ωρL
 

对于连续分布的刚体， 

( ) ( )∫∫ −= mzm dd2 ρω ωρL                 (6.1.1) 

一般情况下，不再可能通过取 z = 0 使右边第二项为零．但是，对于ω沿着某些

轴特别是对称轴的情形， 
( )ω∫= md2ρL                       (6.1.2) 

我们称这样的轴为惯量主轴(principal axis of inertia)，而 

mI d 2∫= ρ
                        

(6.1.3) 

称为转动惯量(rotational inertia)．这样在线性动量和角动量之间就有了对应．每

一物体至少有3个相互垂直的惯量主轴．对称轴是惯量主轴，从(6.1.1)式可知这

 
图 6.1  角动量 

ω 

r 

zk 

ρeρ 
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是充分的．我们可以直接从(6.1.3)式来计算 I，也可以应用一些定理来计算． 

例 6.1  求质量为 m，半径为 R的圆环的转动惯量． 

解：沿着垂直轴 I = mR2．从图 6.2可知，沿着直径的转动惯

量为 

( )

2

0

22

2

0

2
1

d sin
1

dsin  
2

2

mR

mR

RR
R

m
I

=

π
=

π
=

∫

∫
π

π

θθ

θθ

 

绕通过 A点平行于直径的轴的转动惯量是什么? 

如图 6.3所示，圆球的转动惯量可以如下求得： 

( )∫

( )[ ]( )

2

2

3

2

5
2

sinsin2

3
4

sind

mR

rrdrdr
R

m

rmI

=



⌡

⌠
π

π
=

=

θθθ

θ

 

也许你可以推导出相应的球壳的转动惯量？ 

回转半径(radius of gyration)由下式定义: 
2
0mRI ≡                          (6.1.4) 

所以在例6.1中，沿两个轴的回转半径分别为 

RRRR
2

1
    , 00 =′′=′

 

例 6.2 求中空圆柱的转动惯量．从量纲考虑，你认为转动惯量应该怎样？也许直觉告诉

你 2
11

2
22~ RmRmI − ? 

解： 

( ) l  2
1

2
2 RR

m
−π

=ρ
 

rr
RR

m
rrm

d2
 )d2( d

2
1

2
2 −

=

= lρ

 
直接计算得到 

 
图 6.2 

 
图 6.3 

 
图 6.4 
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( )2
1

2
22

1
RRmI +=

 

对于绕两个平行轴转动(图 6.5)的转动惯量，平行轴定理(parallel axis 
theorem，Steiner's theorem)适用．绕 z 轴的转动惯
量可以计算如下： 

( )
( ) ( )[ ]
( ) ( )∫∫

∫
∫

++′+′=

+′++′=

+=

myxmyx

myyxx

myxI

dd

d

d

2
C

2
C

22

2
C

2
C

22

 

注意 x'C = y'C = 0，我们有 
2

C mdII +=                       (6.1.5) 

式中 IC是绕通过质心的转轴的转动惯量，而 d是两轴的间距，这就是平行轴定
理的表达式． 

例 6.3  求均匀棒(图 6.6)的转动惯量. 

解：沿着过中心的垂直轴的转动惯量为 

22
2

2

12
1d l

l

l

l

mxxmI == ∫
−

 
沿端点的轴为 

( ) 222

3
1

2
12
1

lll mmmI =+=
 

对于薄板的转动惯量，垂直轴定理

(perpendicular axis theorem)适用. 如图6.7，有 

( )

xy II

ymxm

yxmI

+=

+=

+=

∫∫
∫

22

22
z

dd

d

       (6.1.6) 

这就是垂直轴定理的表达式． 

*例如，如图 6.8所示的矩形板(l × b)，沿板面上

两条中轴的转动惯量分别为： 

 
图 6.5  平行轴定理 

 
图 6.6 

 
图 6.7  垂直轴定理 

 
图 6.8 

z 

z' 

d xC, yC 

z 

O 

x 
y 

y 

x 
z 

l 

b 



§ 6.2  转动动力学 115 

22

12
1

             , 
12
1

mbImI yx == l
 

于是沿板中心垂直轴的转动惯量为 

yx III +=  

沿通过矩形板角上的垂直轴的转动惯量是什么呢？ 

§ 6.2  转动动力学 

在§ 2.3中我们从运动学角度定义刚体是只作平动和转动的系统，它不形变
或作振动．就结构而言，可以说刚体是受下列约束的质点系： 

jiji C=− rr  

即不形变的固体．按这一观点，一固体若由 N个质点组成时有 3N个坐标(r1, r2, 
L, rN)，由于存在上述约束，它们不是独立的．成对的约束有 N (N – 1)/2个．事
实上，当粒子数较大时，计数是很困难的．此外，当 N 较大时(多大?)，独立变
量数目将会变为负数．由此看出以上处理方式有问题．我们可以按另外的思路
来作考虑．当刚体上有一个参考点固定时，刚体的位置是不定的；当有两个点

固定时，仍然是不确定的(这时只能确定一根轴线)．3 个不共线(non-collinear)
的点就可确定刚体的位置．3个点可以由 6个独立坐标来确定：即 3个位置矢
量共 9个分量，扣除 3个约束条件．所以，为了决定一个刚体的位置，我们充
其量只要 6个变量．或者说需要 6个变量来描述刚体的运动，因此我们说刚体
有 6个自由度．如果有一个转动轴有确定指向，则自由度减为 4(3个平动和 1
个转动)．如果有 1个点固定，则剩下 3个转动自由度． 
对于 6个自由度的刚体，我们正好有 6个方程： 

ext2
C

2

C d

d
F

r
=

t
m                       (6.2.1) 

ML =
td

d
                         (6.2.2) 

选择质心作为角动量和力矩的参考点是自然的，但不是必须的．当轴的指向确

定并且是对称轴时，有 

( ) αωω I
t

II
t

L
t

M ≡===
d
d

d
d

d
d

               (6.2.3) 

在无力矩情形，我们有角动量守恒：L和ω 均为常矢量．角动量守恒的典型应
用是陀螺仪的运动． 
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例 6.4 一圆盘可以自由地绕通过中心的轴转动，一根弦线绕在盘沿，如图 6.9 所示．如

果(a)用一个 9.8 N 的力向下拉弦线；或 (b)用一质量为 1kg 的物

体挂在弦上，分别求出圆盘的角加速度． 
解：从例 6.2 可知圆盘的转动惯量为 

22RmI ′=  

(a)                    

Rm
F

RmRF

′
=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ′=

=∑

2
2
1

0

2

α

α

F

 

(b)                  ( )

( )Rmm
mg

RmRT

RmTmg

2
2

2
1 2

+′
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′=

=−

α

α

α

 

在滚动情形下，平动和转动不是独立的．滚动意味着： 

ωϕ R
t

R
t
x

===
d
d

d
d

Cv  

选择不同的转动轴，平动速度可能不同，角速度则是一样的．接触点(或线)常
常被选作瞬时轴． 

*例如，当一个圆柱滚下斜面时，运动方程为 

0cos             :
sin              :

N

f

=−
=−

θ
θ

mgFy
maFmgx

 

α⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 2

f 2
1                 mRFR

 

利用 Rα = a 容易解得 

θθ sin
3
42      ;sin

3
2 2 gsasCga ==== v

 
而静摩擦是 

  tan
3
1       , sin

3
1

f θμθ ≥= mgF
 

例 6.5 一均匀棒在垂直圆轨道中运动，其两端无摩擦地

约束在轨道上．求棒的运动方程． 
解：我们首先想象一下棒作什么运动，需要多少坐标来

描述．其次，按下列两个步骤进行： 

 

图 6.9  例 6.4 

 

图 6.10 

 

图 6.11  例 6.5 
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步骤 1，决定力矩的参考点：C 还是 O？以 O 为参考点，只有重力对力矩有贡献．我们

可以避开轨道的作用力． 
  )sin( θθ ��

OIdmg =−  

步骤 2，找出绕该点的转动惯量： 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+=

+=
2

22

2
C

212
1 AA Rmm

mdIIO

 
对于小角度θ，运动方程容易求解． 

在很多情形下，质心方程是平庸的(往往给出恒等式)．在下例中，这一方程却

是必要的． 

例 6.6 一滚动球接触粗糙表面，如图 6.12 所示，求解随后的运动． 
解：选择中心为参考点，运动方程将是 

t
ImgR

t
mmg

d
d
d
d

k

k

ωμ

μ

=−

=
v

 
这两个方程都容易积出： 

v

v

I
mR

tg
I

mR
tg

−=

−=

=

0

k0

k

ω

μωω

μ

 
纯滚动开始于ωR = v， 即 

g
t

ImR
R

k
2

0       ,
1 μ

ω v
v =

+
=

 

应该理解这一结果可以推广到圆环、圆盘、圆柱(空心或实心)情形． 

从§ 5.1 我们知道质点系的动能是 

 
2
1

2
1 22

CC ∑+=
i

iimmT vv
 

对于刚体转动，右边第二项应为 

( )

L

rr

⋅=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
Δ×⋅=×⋅Δ=Δ ∑∑∑
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2
1

 
2
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2
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i
iii

i
iii

i
ii mmm vvv

       
(6.2.4) 

 

图 6.12  例 6.6 

 

图 6.13 
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对于主轴，这一项是 Iω 2/2．有了动能的表达式，我们可写出机械能守恒的表

达式为 

常量
2
1

2
1 22

CC =++ UIm ωv
                 

(6.2.5) 

*例如，用机械能守恒讨论刚体从斜面滚下的运动，有 

2

2
C2

C

22
C

2
1

2
1

0
2
1

2
1

R
Im

mgImmgh

v
v

v

+=

⋅++= ω

 

2
2
C 1

2
mRI

gh
+

=v
 

质心运动速度的具体数值视刚体几何形状而定，例如，对圆环、圆柱或圆盘、球分别是 

ghghgh
7

10   ,
3
4   ,

 

对于转动，选转轴上的一点为原点，力的作用点的位移为ρ dϕ eϕ ．无限小

功 
( )

ϕ

ϕρϕρ

ϕρ

ϕ

ϕ

d 

d)sin(d)cos(

dd

M

FF

W

=

==

⋅=
∧∧
FeF

eF

ρ
            (6.2.6)

 

于是，功率为 
ω⋅== Mϕ�MP                       (6.2.7) 

试与平动情形 P = F·v 作比较． 

§ 6.3  角动量的进动 

当外力矩为有限值时，角动量将随时间变化．在§ 6.2 中，只有角动量的大

小变化；所举的例子中，力矩都是在角动量方向(相互平行或反平行)．现在，我

们讨论力矩和角动量不共线的情形．这时角动量不再能保持其方向，这样的例

子有对称陀螺或磁场中的轨道磁矩．当角动量的增量很小或外力矩垂直于角动

量 L 时，对角动量和增量进行分解可得到一个清晰的图像：转动轴本身在转

动．我们称此为角动量的进动(precession)．图 6.14 中，重力矩 M = rmg 造成了

进动，进动角速度Ω可如下求得： 

θsinrmgm =×= grM  
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00 == α     ,Ca                       (6.4.3) 

我们就说物体处于机械平衡．特别当 

00 == ω     ,Cv                       (6.4.4) 
时我们说物体处在静态平衡． 

例 6.7  求两墙间所系的对称悬链上的张力 FT． 
解：设悬挂处链(以及拉力 F)和铅直方向(y)夹角为θ，链重 W，则 

θθ

θ
θ

tan
2

         ,0sin      :

cos2
         ,0cos2  :

TT
WFFFx

WFWFy

==−

==−

 

例 6.8  若干边长为A的砖块向上堆砌，求沿该边长方向的最大伸展量． 
解：选择下面砖块的边缘为轴，伸出部分由力矩为零的临界位置决定．对于四块砖，最

大伸展量 

AA
12
11 =′

 
对于 n = 52，计算给出 

 04072.259= AA′  
质心的定义式为 

∑∑ =
i

ii
i

i mm   Crr  

重心(center of gravity，COG)则可以通过在重力场中的静态平衡条件来定义： 

( ) i
i

iii
i

i mm grgr ∑∑ ×=×   cog
               

(6.4.5) 

rcog 即为重心．以力心为原点，总力矩为零．rcog 是反平行于合重力．平方反比

关系可以帮助确定重心．质心相对于体系有确定的位置，重心则依赖于相对位

置和取向．例如均匀长竿竖直放置时重心将低于质心．重心的相对性使得它用

处不大．在均匀重力场中或物体尺度比地球半径小很多时，重心和质心重合． 
如第三章提到的，平衡和稳定性常用势能曲线而不是用力来讨论．平衡是

稳定的、随遇的或是不稳定的条件是看 U 的一阶导数 U' = 0 时，二阶导数 U″
是大于、等于或小于零．有一种说法：偏离平衡位置时重心上升则为稳定平衡．这

种说法不正确，因为物体完全可以受到重力以外的作用力．合力或总势能才能

完全决定平衡问题．试根据势能条件找出稳定平衡的例子，其中物体的重心是下降的． 

例 6.9  桌面上的一边长为 a 的方块，见图 6.17，应该可以发现θ = π/4 是不稳定平衡点．你

是否可以想象θ  = 0 是稳定平衡点？算出结果并作势能曲线．势能曲线将向你的想象挑战． 
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解：设方块放平时其势能 U = mga/2． 
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对于势能的最小值而非极小值(例如不可导的点)如何讨论平衡和稳定性问题？ 
例 6.10  圆柱面上的一边长为 a 方块,如图 6.18 所示，试讨论平衡和稳定性. 

解：设圆柱中心 O 为零势能点则方块的势能及其导数分别是 
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平衡位置是θ = 0．在这一位置，我们有 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=′′

2
armgU

 

可以得出结论：如果 a < 2r 或 a > 2r 那么平衡是稳定的或不

稳定的．如果 a = 2r 则为随遇平衡．如果我们直接从 a = 2r
出发: 
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可知，势能的第一个非零导数是4 阶导数(d4U/dθ  4  = – mga < 0), 你是否准备改变随遇平衡的

结论呢？ 

在§ 4.4 中，(4.4.14)式给出了有效势．我们也可以用这里的理论来讨论轨道

的稳定性问题． 
 

 
图 6.17 

 
图 6.18 

θ 

θ 

rθ 

r 

O 

θ 

θ 



第六章  刚体动力学 122 

 
习    题 

6.1. 质量为 m 的 a×b 均匀矩形薄板绕通过一个顶角垂直板面的轴转动，求其转动惯量． 
6.2. 竖直米尺从静止开始倒下时，下端不滑动，求上端落地时的速度． 
6.3. 总长度为A的柔软的带子先是被紧紧地缠在一团，然后置于倾角为θ的斜面上让其滚

下并自动解开，其上端固定(如图所示)，证明这团带

子要完全解开所需时间为 θsin3 gt A= ． 
6.4. 如图，一质量为 m'、半径为 R 的均匀球壳

可以绕其对称轴无摩擦地转动，有一轻质细绳缠绕

在球壳的水平方向的大圆上并通过半径为 r、转动惯

量为 I 的滑轮悬挂一重物，试求该重物由静止开始

下落高度 h 后的速度． 
6.5. 如图，一块长度为 2L 的木板斜靠在墙上无摩擦的下滑．证明：当木板高度为原来

高度的 2/3 时，它的顶端便与墙脱离接触． 
6.6. 一小球在一个大的半球内无滑动地滚下，半球的对称轴是垂直的，小球从上边由静

止开始滚动．(a)小球到达半球的底部时动能是多少?其中有多少是转动动能?多少是平动动

能?(b)此时小球作用于半球的正压力是多少?设小球的半径是 r，半球的半径是 R，小球的质

量是 m． 
6.7. 如图，弹子球被球杆所击，力的作用线水平并且通过弹子球的球心，球的初速度是

v0．设弹子球的半径是 R，质量是 m，球与桌面之间的摩擦系数为μ，问弹子球在停止滑动

前能运动多远? 

6.8. 一根质量可以忽略的刚性杆，长度为 L，连接着质量各为 m 的两个质点，放在无摩

擦的桌面上．另一个质量为 m 的质点，以速度 v0撞击上述系统，如图所示．碰撞后，该质

 
题 6.3 图 

           
题 6.4 图 题 6.5 图 

         
题 6.7 图                                                  题 6.8 图 
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点直接返回．假定机械能守恒，求碰撞后系统绕质心的角速度． 
6.9. 四块质量相同长度均为A的砖块按图示重叠放置，每一块都相对于下面的一块伸出

一部分．试证明，若要使它们维持平衡，则应按如下方式放置：

(a)最上面的砖块相对下面一砖块伸出A/2；第二块砖相对于第三

块砖伸出A/4；第三块砖相对于最下面的砖块伸出A/6．叙述这

样做的力学原理． 
6.10. 关于砖块的堆置有下述较为有名的问题．均匀的砖块

一块叠一块地放置，以求到达最大伸展量．为此使最上面砖块

的重心恰好垂直地位于其下面砖块的边缘上，最上面两块砖的

合重心的位置恰位于第三块砖的边缘上，依此类推．(a)证明这个做法确实可以获得最大伸展

量．(b)证明，若该过程一直持续进行下去，我们可以获得任意想要的伸展量．(c)现在设想

换一种方法堆置 n 块砖块，即每一块砖相对于其下相邻的砖伸出 1/n，砖的长度是A，那么，

在砖块倒塌之前，我们最多能放置的砖块的数目 nmax是多少?试就 n = 1, n = 2, n = ∞加以检验． 
6.11. 重量为 W 的非均匀杆被两根轻绳水平地悬挂在两面

直立的墙之间并处于静止状态(如图)，绳与墙的夹角分别为

θ = °36 9. 和ϕ = °531. ，若杆的长度A为 61m，试计算杆的重心

距其左端的距离． 
6.12. 半径为 R 的半球形碗置于粗糙桌面上, 碗内装有沙

子，质心高 h．讨论系统的平衡性质和条件． 

参 考 文 献 
Kleppner D, Kolenkow R J. An Introduction to Mechanics. New York: McGraw-Hill 
Book Company, 1973 
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题 6.11 图 
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第七章  振    动 

在§ 2.4 中，我们讨论了振动的运动学，这里我们将研究振动的动力学问题．

除了简谐振动以外，其他振动形式还有耦合振动、受迫振动、阻尼振动等等． 

§ 7.1  简谐振动 

对弹性力，有胡克定律： 
kxF −=                          (7.1.1) 

其中 k 为劲度系数(stiffness)．在弹性力作用下，质点的运动方程是 

kxxm −=                         (7.1.2) 
或 

m
kxx ==+ 2

0
2
0       ,0 ωω

                   
(7.1.3) 

这是二阶线性微分方程．对于线性方程，如果 x1和 x2是解，则它们的线性组合

Ax Bx1 2+ 也是解． 
(7.1.2)式的解可以有如下三种形式： 

( )
tt BAx

tAx
tBtAx

ωω

ϕω
ωω

 i i ee

 cos
 sin cos

−+=

+=
+=

                   (7.1.4) 

其中 
mk== 0ωω                       (7.1.5) 

现在我们采用第二种形式．以后遇到这类方程可以直接写出一般解．二阶微分

方程需要两个初始条件来确定解．例如，已知 x(0) = x0, ( )x x0 0= , 就可以决定

解振幅和初相位： 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
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⎝

⎛
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0
21

2
0

2
02

0  
 arctan    ,

x
xxxA

ω
ϕ

ω
          (7.1.6) 

对于ω = –ω 0,  x ∝ cos(– ω 0 t + ϕ )，与上相比也可以认为是初相位不同的同一振

动．从§ 2.4，我们已经知道ω 和–ω 的不同，也可以认为把简谐运动看作匀速圆

周运动的投影时，两个圆周运动的旋转方向不同．(7.1.2)式的第一积分是 
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Exmxmxmxm =+=+ 2
0

2
0

2
0

22
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2
1

2
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2
1

2
1 ωω           (7.1.7) 

式中，常量E是总能量．从势能曲线，可知平衡位置处速度最大；而在最大位

移时，能量全部是势能，如图7.1所示． 
由于振动在时间上的周期性和空间上的重复性，平均值是有意义的．任一

物理量 P 对时间和空间的平均定义如下： 

 d1><
0
∫=
T

T tP
T

P        (7.1.8) 

xP
A

P
A

A d1><
0
∫=          (7.1.9) 

简谐振动决不限于弹簧–质点系统．以下通过例

子可以看到，在不同的领域中会出现结构相同的方

程． 
*例如，在 LC 电路中，能量守恒定律为 

Eq
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LI =+ 22

2
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对其求导得到 
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=+ q
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或 
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d

2

2
=+ q
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q

 

这一 LC 振荡方程的结构与简谐振动方程完全一致． 
又如等离子体由电子和等量离子组成，完全电离的气体就是典型的例子．所谓的等离子

体振荡(Plasma Oscillation)是一种集体振荡，不只限于等离子体内发生．也可以出现在固体

中．例如在 NaCl 晶体中，当加上外电场时，电子或负离子将相对于正离子位移一个距离 d，
见图 7.2．正负电荷形成的场将与外场平衡． 

dne
A

qE
00 εε

==
 

当外场撤去以后，电子在这一自身形成的电场的影响下

运动(位移也是 d)，运动方程为 

dnedm
0

2

 
ε

−=  

对于等离子体振荡，振荡的角频率容易求得 

 
图 7.1  势能 

 
图 7.2 
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除了回复力以外，质点还可以在一个常力例如 mg 或 eE 的作用下运动．在

这种情形下，我们可以把运动方程写为 

⎟
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可见质点的振动特性没有变化只是平衡位置位移到 F/k．而机械能是 

( )
k
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xExxkxm ≡=−+ 0
2

0
2     , 

2
1

2
1

&
 

扭摆(Torsion pendulum)如图 7.3 所示．扭力矩和运动方程分别为 

θ
κθ
&&IM

M

=

−=  

 

假定扭弦通过主轴．周期为 

κ
I

T π= 2
 

已知κ 再测得 T，就可以决定转动惯量． 
物理摆(physical pendulum) 如图7.4 所示：一可绕水平轴摆动的刚体构成了

物理摆．我们选支点 O 为参考点，则 

2
C

ext sin

mdII

mgdM

+=

−= θ

 
运动方程是 

0sin =+

=

θθ

θ

mg
I
d

IM
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&&

 

对于小振动，周期是 

gmgd
I

T eff22
lπ≡π=  

其中有效单摆长 

 
图 7.3 

 
图 7.4 
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在一些系统中，回复力包含非线性项或其他复杂

的因子．图7.5 中的势能曲线即为一例．系统的一般运

动可以是复杂的，不再能用谐振子来描述．但就图中

所提供的信息，我们可以作以下的讨论．在 a 点附近，

我们可以把 U 展开为 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) +−′′+−′+= 2

!2
1 axaUaxaUaUxU

 

力具有如下形式: 
( )( )axaUF −′′−=  

由此可得到简谐振动方程，而 ω 2 = U″(a)/m． 
在研究刚体问题时，角动量-力矩方程用得较多，质心的运动方程是否与之

等价呢？例如， 

gr m
t

m =C2

2

d
d  

为了使得问题更清楚，我们选最简单的几何形体——圆盘作研究．如图 7.6，设

支点 P 在其边缘上，相对于 P 点的角动量-力矩方程为 

    
2
1sin 22 θθ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=− mRmRRmg  

而相对于质心，角动量-力矩方程为 

  
2
1 2θmRRF =−  

联立这两个方程就得到非零的切向力F．把这个力合并

到质心的运动方程中，我们有 

  sin
3
1sin θθθ mRmgmg =+−  

这就和相对于P点的方程一致了．法向力F' 也是可以求得的， 

  cos 2 θθ mRFmg −=′−  

 
图 7.5  非谐振子 

 
图 7.6 
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*在§ 3.2中我们已经处理过单摆问题．运动方程的一次积分为能量关系： 
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对该方程积分可得到周期(见附录 B)  
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其中 K 是第一类完全椭圆积分．保留θ 0的最低级修正，有 
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小角度解要求θ ≤ 5°．对于周期偏离小角度解 1%的情形，允许的角度远比我们想象的大： 

°= 23~0.40θ  

对严格解作 T/T0 – θ 0图，表明上述结果相当好．可见以上表达式对周期 T 可适用到相

当大的角度，这是超过我们所期望的．因此我们可以说周期对角度不是非常敏感的． 

§ 7.2  耦合振动 

象一般二体问题的情形一样，有些二体振动也是可以进行约化的．例如，
两个木块用弹簧连接着在光滑桌面上振动，运动方程是 
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(7.2.1) 

 
图 7.7 
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按照§ 4.4的做法，运动可以分成两部分，质心运动和相对运动： 

( ) 0  ,0C21 =+=+ xkxxmm µ                (7.2.2) 
其中 

−−=+= 12
21

     ,111 xxx
mmµ                (7.2.3) 

在很多情形下，存在耦合振动(coupled oscillation)，即存在两个或更多的振动．

例如，二氧化碳分子是线性分子有四个振动模式，角频率用温度来表示， ω / kB

分别为3360K、1890K、954K、854K．图7.8显示了几种耦合振动． 

对图(a)中的振子，有 
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方程可以写为 
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事实上这两个方程有同样的结构，如果把 
tt AxAx ωω  i
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代入，则有 
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非平庸解要求系数行列式为零．这一条件给出了四个频率，它们是块质量和弹

簧劲度系数的函数，通常称它们为特征频率(characteristic frequencies)．x的解可

 
(a) (b) (c) 

图 7.8  耦合振动 
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写为 

( )jij
j

iji tax  
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 cos ϕω += ∑
=                   

(7.2.8) 

这里不再进一步讨论解，而主要研究特征频率，这会有意义得多．问题也可以

用势能曲线来讨论．势能 

( ) 2
22

2
12

2
11 2

1
2
1

2
1 xkxxkxkU +−+=               (7.2.9) 

中间项是相互作用能，一个形式上的坐标“旋转”可以消去此交叉项．这就意

味着在某种意义上势能由两个独立振动项组成．尝试取 

 cossin

sincos

212

211

θθ

θθ

xxx

xxx
′+′=

′−′=
                  (7.2.10) 

发现，当 

k
kk

2
2cot 12 −

=θ                      (7.2.11) 

时，势能将有下面的形式： 
2

2
2
22

2
1

2
11 2

1
2
1 xmxmU ′+′= ωω

                
(7.2.12) 

而 

( ) ( )

( ) ( ) 22
2121

2
22

22
2121

2
11

4
2
1

2
2
1

4
2
12

2
1

kkkkkkm

kkkkkkm

+−+++=

+−−++=

ω

ω
        (7.2.13) 

我们并不在意
ix′代表什么，而只关心频率．对于简单的情形，比如说，m1 = m2 

= m, k1 = k2 = k0，可以直接求助于运动方程： 

( )
( )12202

12101

xxkxkxm

xxkxkxm

−−−=

−+−=
&&

&&

                
(7.2.14) 

简单的运算就可得到 
( ) ( )

( ) ( )21
0

212

2

21
0

21
2

2

2d
d

2

2
2

2d
d

2

xxk
k

xx
t

m

xx
k

xx
t

m

−







+−=−

+
−=

+

            

(7.2.15) 

这里似乎有两个独立的振动，它们的频率是 

( ) mkkmk 2   ,  0201 +== ωω  
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称为简正频率(normal frequencies)．相应的坐标是 

212
21

1     , 
2

xxyxxy −=
+

=  

当然它们不是m1和 m2 的真正坐标，而是其组合，我们称为简正坐标．显然简

正坐标并不是属于某一实际的物理粒子．在多体问题的科学前沿，人们并不是

去寻求数量级为1023的实际粒子的动力学，而是去寻求少数较低的简正频率． 

§ 7.3  阻尼振动 

除回复力以外，如果还存在阻力 

vη−=F                         (7.3.1) 

时(例如，在流体中F = 6πRηv)，运动方程为 

xxkxm    η−−=                      (7.3.2) 
或 

0   2
0 =++ xx

m
x ωη

                   
(7.3.3) 

回复力引起谐振动，而阻力导致指数衰减；两种因素共存时，将存在相互间的

竞争．我们可以采用试探解 
( )ϕωγ += − tAx t  cose                  (7.3.4) 

来求解(7.3.3)式，其中有四个参数待定．除了两个初始条件外，另外两个条件

应包含在方程本身之中．(7.3.4)式的一阶和二阶导数分别为 

( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )[ ]ϕωωϕωγωϕωγ

ϕωωϕωγ
γ

γ

+−+++=

+−+−=
−

−

tttAx

ttAx
t

t

 cos sin2 cos e

 sin cos e
22

 

将它们代入(7.3.3)式得到 

( ) ( ) 0 sin2 cos2
0

22 =+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−− ϕωωηγωϕωωγηωγ t

m
t

m
 

要求以上方程对 t 的任何值都成立，谐函数的系数必须分别为零．这就导致 

22
0

2     ,
2

γωωηγ −==
m

                  (7.3.5) 

实际上，试探解的形式中已隐含了欠阻尼条件．过阻尼和临界阻尼(critical damp 
-ing)的条件(参见附录C)分别是η > 2mω 0和η = 2mω 0，它们都导致非周期运动． 
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阻尼振子逆着介质运动，必然有能量流向介质．而 

( )
0

2
1

2
1

d
d

d
d

2

22

<−=

+=+=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

x

xkxxmxkxxxm

kxxm
tt

E

η                 (7.3.6) 

这是简谐运动中所没有的．我们可以集中研究这一新的性质，而不考虑振幅和

初相位．含时的能量表达式是 

( )[ ]

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≡∝

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+++=

−

−

ω
γαω

αϕω
ω
γω

γ

γ

2tan   e 

 2sin1 e 
2
1

22
0

2

0

22
0

2

t

t

A

tmAE

 

去掉其中的振荡因子以后，我们有反映能量衰减趋势的某种平均： 

tmAE γω 22
0

2 e
2
1 −≈  

而这比能量对时间的严格依赖关系更为重要．对此，可以求得能量的相对衰减

率为 

  2
d

d1 γ=−
t
E

E
                    (7.3.7) 

在周期 T ( ≡ 2π/ω)内，相对衰减是 

η
ω

γ
ω

ω
γ mQ

Q
T

t
E

E
=≡

π
≡

π
=−

2
     ;222

d
d1

        (7.3.8) 

其中 Q 称为品质因子．在阻尼振动中 Q 越大，相对能量衰减越小．根据地震波

的传播情况也可得到品质因子．例如 1976 年 4 月唐山地震前，平均值 Q̄ 为 666；
震后平均值 Q̄ 为 180．这表明震后岩石破碎，地震波衰减增大． 

*§ 7.4  非线性振动 

    在实际问题中，回复力可能形如 

( ) ( )0       1 2 >+−= BkxBxF               (7.4.1) 

对压缩和扩张运动而言，其中的立方项是最低的对称幂次．较大的回复力意味

着较强的劲度，可以称作“硬弹簧”情形，于是相应的运动方程为 
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0  3 =++ xxx βα                     (7.4.2) 
而势能(见图7.9)将有 

42  
4
1 

2
1d xxx

m
F

m
U βα +=⎮⌡

⌠−=
 

(7.4.3) 

“软弹簧”的情形更有意思．其中回复力小

于正常的线性力． 

)0(    )1( 2 >−−= BkxBxF      (7.4.4) 
或 

42   
4
1 

2
1 xx

m
U ′−= βα       (7.4.5) 

单摆的运动方程中，回复力是 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−≈−

2

3

!3
11

!3
1sin

θθ

θθθ

mg

mgmg
 

这是典型的“软”势的情形．相应地可以用下面的级数作试探解： 

[ ]++= )3cos()cos(0 tt ωεωθθ  

将其代入运动方程可以得到 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −= 2

00 8
31 θωω B  

将§ 7.1中单摆周期的结果换算成ω 即为上式(B = 1/3!)．相比之下，对硬弹簧

0ωω > ． 
在§ 7.1 中的非谐振子有如下形状的力： 

)0(     )1( >+−= BxkBxF  

它所对应的势是不对称的．在离子晶体中(见§ 28.3)，正是势能曲线的这种不对

称导致热膨胀现象．对于这种势，计算表明有 

0

0

Ax =

≈ ωω

 

此结论可以由下列级数试探解得到： 

( ) ( )[ ]+++= ttAAx ωηω 2coscos  

 
图 7.9  硬弹簧 

硬弹簧 

U

O
x 
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以上我们讨论了系数 B 前面具有不同符号的情形．如果α < 0，将怎样呢？

即这样的参数值对应什么样的系统？我们可以对下列函数作图： 

42  
4
1

2
1 xxu βα +′−=

       
(7.4.6) 

它即是所谓“双阱势”，如图7.10所示．存在3个平

衡位置，两个稳定、一个不稳定，这是系统动力学

性质的变化．在氨分子中，氮就经受到这种势．

0=α 是一个临界分岔(bifurcation)值． 
看一下上面讨论的几种势各自在相空间中的轨

迹是很有意义的．*软弹簧的势能曲线是怎样的？第二章图2.14中的“中心”对应“硬弹

簧”．对应于“软弹簧”、“双阱势”的轨迹是什么呢? 

在非线性系统的研究中常常用到吸引子(attractors)这一术语．实际上它指的

是以下几种状态： 

• 平衡(点)； 
• 周期运动或极限环Γ (limit cycle，相平面中的闭曲线)； 
• 准周期(quasiperiodicity)运动． 

其中平衡点的情形比较直观，上面已经作了讨论．所谓极限环发生在如下的方

程所描述的运动中： 

( )21sin θβθγθαθ −+=+ T  

注意方程右边第二项的符号与角速度的大小有

关，也许由此可以粗略地理解图7.11 所示相平面

中存在极限环Γ．准周期性指的是一个函数有两

个或更多的周期，它们的比不是有理数，称作彼

此无公度(incommensurate)，例如 

( ) ) (cos) (cos tttf ωω π+=  

就是这样的函数． 

奇异吸引子(strange attractor)是和分形集(见§ 30.2)联系在一起的. 

§ 7.5  受迫阻尼振动 

当周期性变化的驱动力加到一个阻尼振子上时，运动方程将是 

t
m
F

xxx  cos  2 02
0 ωωγ =++

                
(7.5.1) 

 
图 7.10  双阱势 

 

图 7.11  极限环 
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现在有 3个力：阻尼力、回复力、驱动力；有 2个频率：自然频率、驱动频率．
下面我们致力于寻找它们之间的关系．虽然可以按照微分方程的标准技术来求

解方程，但是我们宁愿从物理上作考虑，构筑一个试探解．我们期望方程有如
下结构的试探解： 

 Fd xxx +=  

其中第一项是§ 7.3中讨论过的相应的齐次方程的解，它包含一个衰减因子，在
足够长的时间之后变为零．所以，我们感兴趣的部分是特解 xF，即第二项．用 

( )αω −= tAx  sin                      (7.5.2) 

作为试探解代入(7.5.1)式，得到 

( ) ( ) ( )[ ] t
m
FAtt ωαωγωαωωω cos cos2 sin 022

0 =−+−−
 

分别比较 sinω t和 cosω t的系数，得到 

( )
( )[ ]

m
F

A 022
0

22
0

sincos2

0sin2cos

=−−

=+−

αωωαγω

αγωαωω

 
由此可得 

γω
ωω

α
2

tan
2
0

2 −
=

                     
(7.5.3) 

2222
0

2

0

4)( ωγωω +−
=

mF
A

                
(7.5.4) 

所以完整的解是 

( ) 






 −
+

π
−

+−
=

γω
ωω

ω
ωγωω 2

arctan
2
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4

22
0

2222
0

2

0 t
mF

x           (7.5.5)
 

容易发现位移与力的相差为 

γω
ωω

ϕϕϕ
2

arctan
2

22
0

F
−

+
π

−=−=∆ x
             

(7.5.6) 

将它对外界驱动频率作图，结果如图7.12所示．当ω = 0时，振幅为 

k
FmF

A 0
2
0

0 ==
ω  

位移共振发生于 
22

0
2 2γωω −=  
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这时位移为(见图7.13) 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

π
−

−
=

ω
γω

γωγ

ω
arctan

2
cos

2 22
0

2
00 t

k
F

x
         

(7.5.7)
 

当阻尼趋向于零时，ω = ω0，振幅趋向无穷．这时相位(滞后) 

 
2F
π

−=−=Δ ϕϕϕ x
                    

(7.5.8)
 

共振曲线的形状对于传感器(sensor, transducer)的设计有指导意义．例如，

利用位移变化特性的电容传感器，可以使之工作在位移共振曲线ω /ω 0<<1 的平

坦区域，见图 7.13．这样传感器有较平坦的频率响应． 
由(7.5.7)式可以求得速度为 

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
+

+−
=

γω
ωω

ω
ωγωω

ω
2
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2222
0

2

0 t
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x

      

(7.5.9) 

容易看到速度的相位与位移的相位的关系为 

xϕϕ +
π

=
2v  

发生速度共振的条件是 
 0ωω =  

这时速度为 

)cos(
2

2
00 t

k
Fx ω

γ
ω

=  

          
图 7.12  位移的相位    图 7.13  位移振幅的频率响应 
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它和力是同相的．如图7.14 所示，速度共振曲线在ω /ω 0 = 1 区域呈现出一平坦

区．这对于动圈换能器的设计很重要，因为动圈传声器的感应电动势正比于音

膜的振动速度；工作在共振区的传感器频率响应好，灵敏度高． 
由(7.5.9)式可以进一步求得加速度 

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
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⎛ −
+

π
+
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=

γω
ωω

ω
ωγωω
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2

t
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x    (7.5.10)
 

容易看到其相位是 
xa ϕϕ +π=  

加速度共振发生的条件是 

22
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2
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2γω
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这时加速度为 
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加速度共振曲线在ω /ω 0 >> 1的区域呈现一平坦区，见图7.15．但是测量振源加

速度的加速度计在使用时还必须考虑到拾振的要求，即要求ω /ω a << 1，其中

ω a是加速度计的谐振频率． 
    不同频率的振动可能激起人体不同部分的共振，对人体造成危害．表7.1给
出了频率和相应人体的共振部位． 

          
图 7.14  速度振幅的频率响应                         图 7.15  加速度振幅的频率响应 
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表 7.1  人体的共振频率 

“系统” 共振频率/Hz 

胸-腹 3 ~ 6 

头-颈-肩 20 ~ 30 

眼球 60 ~ 90 

下颚-头盖骨 100 ~ 200 

共振的概念在很多领域有着广泛的应用，例如，电子电路、声学、原子过

程、核磁共振、穆斯堡尔效应(mösbauer effect)、基本粒子共振等等；在有关的
章节中，我们将作相应的讨论． 

习    题 

7.1. 证明：(a) 对于简谐运动，在一个周期中势能的平均值和动能的平均值均为 kA2/4 (其

中 k是回复力的系数，A是振幅．)；(b) 若考虑对空间平均，则势能的平均值等于 kA2/6，动

能的平均值等于 kA2/3．(c) 解释上述差异的物理意义． 

7.2. 常用的一个势能函数是伦纳德-琼斯势： 


















−






=

612

4
rr

U σσε
 

(a) 求势能最小处的半径及势阱的深度．(b) 若质量均为 m的两个相同的原子，以林纳德

-琼斯势相互作用而束缚在一起，并在平衡位置作微小振动．求其振动频率． 

7.3. 一个半径为 r的大理石小球，在半径为 R的浅碟子中来回滚动．已知 R >> r，求小

球作小振动的频率． 

7.4. 如图，将一质量为 m的圆柱形刚体与水平放置的轻质弹簧连接在一起，使该刚体可

以沿水平面无摩擦的滚动，弹簧的劲度系数为 3.0N/m.

设圆柱从偏离平衡位置 0.25m 处由静止释放，计算当圆

柱滚动到平衡位置时的(a) 平动动能、(b)滚动动能．(c)证

明在这些情形下，圆柱的质心作简谐运动，其周期是

kmT 232π= ． 

7.5. 若弹簧的质量 ms不可忽略，但远比悬挂其下的

物体质量 m为小，试证明其振动周期为 

( ) kmmT 32 s+π=  

7.6. 两个质量均为 m的质点 1 和 2，连接于 3

个相同的弹簧上．弹簧的质量可以忽略，劲度系数

为 k．忽略重力．两质点间连接一质量可忽略的阻

 

题 7.4图 

 
题 7.6图 

k k k 
m m 

x2 x1 

k 
m 
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尼减震器，如图所示．阻尼减震器的阻力为 bv，这里 v 是它两端的相对速度．令 x 1与 x 2

为两质点离开其平衡位置的位移． 
(a)求每个质点的运动方程．  (b)证明运动方程可以利用新的变量 211 xxy += 和

212 xxy −= 来求解．(c)证明：如果两质点原来是静止的，后给质点 1
以速度 v0，则在足够长的时间以后，两个质点的运动为 

txx ω
ω

sin
2

0
21

v
==

 

并计算出ω． 

7.7. 如图，立方块的质量为 1.5 kg，弹簧的劲度系数为 8.0 N/m．

将方块向下拉 12 cm 后释放，运动过程中液体对浸于其中的板有阻尼，

设为–bdx /d t，这里 b = 0.23kg/s，试计算从开始到振幅变为最初的 1/3
时方块振动的次数． 

7.8. 证明对于强迫阻尼振动，外力的平均功率等于阻尼力耗散的功

率． 
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第八章  波 

波动是很普通的现象，在我们周围常见的波有：水波、声波、光波、无线

电波、电视信号等等．此外，生态(ecological)问题、疫病(infections)传染、谣言

扩散(rumor spreading)、神经脉冲(nerve impulse)等等也涉及到波现象．在文学

作品中，常见的词汇有波、涛、浪、潮、涟漪等等．这里我们所关心的是物理

中的波，即基本的波现象．波的一种可能的定义是：波是振动或场的传播．按

照美国标准声学术语，波的定义为 

Any physical quantity which has the same relationship to some independent 
variable (usually time) that a propagated disturbance has, at a particular 
instant, with respective to space, may be called a wave.  

§ 8.1  波及其分类 

机械波是由扰动的传播所导致的在物质中动量和能量的传输．物质本身没

有相应的大块的移动．例子有，沿着弦或弹簧传播的波、声波、水波．我们称

传播波的物质叫介质，它们是可形变的或弹性的和连绵延展的．对于电磁波或

引力波，介质并不是必要的．传播的扰动不是介质的移动而是场． 
波可以按很多方式分类．按照位移(或场矢量)以及传播方向的关系，有横

波(例如沿弦的波)、纵波(例如声波)和混合波(例如水波及地震波)．按照传播的

空间维数，波有一维的(沿弦的波)、二维的(表面波，涟漪)和三维的．波可以有

不同的波前：平面的、球面的或柱面的等等．至于形状，波可以是波列、脉冲、

波包．行波和驻波的区别也是人们所熟知的．最后，按照波动方程，可以有线

性波和非线性波.后者有冲击波(shock waves)或非线性色散介质中的孤立波

(solitary waves)．原子弹、氢弹爆炸时有冲击波，大坝垮坝时同样有冲击波．孤

立波的概念已被用来解释很多物理现象和过程，包括从沿神经传播的电压脉冲

到星系的螺旋形结构． 
波粒二象性(wave-particle duality)是现代物理学中的一个基本概念．我们知

道光是波，是延展的，在光电效应中，却发现它是量子化的——光子(photon)．爱
因斯坦(1921)、密立根(1923, R. A. Millikan )和康普顿(1927, A. H. Compton)对此

都有贡献．另一方面，自从汤姆孙(1897, 1906, J. J. Thomson)发现了电子(荷质

比)，密立根(1911)等测量了基本电荷，从而确认电子是粒子，是局域的．然而

德布罗意(1929, L. V. de Broglie)却提出了物质波的概念．最终小汤姆孙(1937, 
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G.P.Thomson)以晶体电子衍射实验揭示了电子的波动性． 
 

§ 8.2  波动方程 

我们首先考察一个沿 x 方向传播的

横波．如图 8.1，对于固定的 x，我们观

察到的是该处物质的振动——位移随时

间的变化；而对于固定的 t，比如说 t = 0，
我们得到的是波形的一幅快照： 

)()0 ,( xfxu =       (8.2.1) 

我们希望知道 u ( x, t)又如何呢？想象一

个参考系 S' 随波运动，那么所观察到的

位移应该是 u (x, t) = f (x′)．可是，我们

知道 x' = x – vt，所以对右行的波，有 

)() ,( txftxu v−=                      (8.2.2) 
对左行波，有 

)() ,( txftxu v+=                      (8.2.3) 

上式对x 和t 求导得到行波方程 

)(               0  
)(               0  

左行

右行

=−
=+

xt

xt

uu
uu

v

v

          
(8.2.4) 

进一步求导将产生“波动方程”： 

02 =− xxtt uu v  
或 

01
2 =− ttxx uu

v                        
(8.2.5) 

下面，从一般情况出发来推导波动方程．首先从柔软弦上的横波出发来讨论．如

图 8.2 所示取一段弦，位移是 u(x, t)．其长度是 

2
22 1dddd ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+=+=
x
uxuxs  

运动方程为 

0coscos 22T11T =− αα FF    (8.2.6) 

 

图 8.1  固定 x 或 t 的图像 

 
图 8.2  横波中的位移 

x 固定 

t 固定 

u

u

x 

t 

x x x+dx 

u

ds α1 
α2

FT1 

FT2 
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( ) 2
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对于小振动，以下的近似是合理的： 

xs
x
u dd,tansin,1coscos 21 ≈

∂
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在这些条件下，我们有 
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将第二个方程在 x 处展开，则变为 

ρ
T

2

2

22

2

     ,01 F
t
u

x
u

==
∂
∂

−
∂ 
∂

v
v

                (8.2.8) 

这个方程是线性齐次常系数方程，其中 v 是波速． 
*如果加一个与速度成比例的阻尼力密度，则有 
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对于较强硬的弦，柔韧性必须考虑．方程中应包含附加的(剪切)力项： 
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现在讨论在橡皮块中的纵波．运动方程是 

( ) F
t
uSx =

∂
∂

⋅ 2

2

0dρ  

对于小的拉伸或压缩ΔL，张力 FT的变化将与之正比： 

L
LYSF Δ

=Δ T  

这里 L 和 S 分别为橡皮块的长度和横截面积，Y 是杨氏模量(Young's modulus)： 

⎟
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                       (8.2.9) 

这里，dx 是原长(L)，而 du 是拉伸长度(ΔL)．于是力为 

 
图 8.3  纵波中的位移 

x x+dx 

u+du u
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代入运动方程，得到 
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(8.2.10) 

对于气体介质，我们可以利用下面的一个形式代换而得到波速： 
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(8.2.11)

 

其中负号的出现是因为张力 FT 和压强 p 方向相反，B 称为体积弹性模量(bulk 
modulus of elasticity)，κT为等温压缩率(isothermal compressibility)．在下列表达

式中 B 作为一个系数而出现： 

V
VBpppp Δ

−=ΔΔ+=      ,0  

这样(声)波速为 

0ρ
B

=v
                        

(8.2.12) 

*理想气体中声速的表达式是什么？ 
在绝热过程(adiabatic process)中，可以定义绝热压缩率： 
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压强的变化是 
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空气柱的运动方程是 
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声速为 
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我们将在以后(第十一章)讨论有关的热力学过程(如等温过程和绝热过程)． 
*电磁波将在第二十一章讨论．这里，简要地提一下电磁波所遵循的方程．电磁波是电

磁场的传播，其场量满足麦克斯韦(Maxwell)方程组： 
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在真空中，ρ = 0, J = 0，得 
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按照矢量分析公式： 
( ) ( ) ( )  2 EEEE −∇=∇⋅∇−⋅∇∇=×∇×∇  

得 E 的方程为 
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B 的方程结构完全相同． 

§ 8.3  简谐波及其叠加 

简谐波(simple harmonic wave)具有单一的频率，但除了其频率和振幅以外

不携带任何信息，所以在应用上是没有什么价值的．但它作为基本分量，可以

合成各种带有特定信息的波． 
我们用一个一维的行波来说明简谐波的一般表示．根据(8.2.2)式或(8.2.3)

式，我们可以取波动方程的试探解为 

)  cos(),( ϕω −= txkAtxu ∓                  (8.3.1) 

对应的波速是ω /k = v．上式对 x 和 t 求偏导得 

uuuku ttxx
22          , ω−=−=  
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由此可以得到波动方程，所以(8.3.1)式确实是波动方程的一个解．其它常用的

解的形式有： 

( )[ ]tkx

tkxtxk

Dtxu

CCtxu

tkxBtkxBtxu

ω

ωω

ωω

−

−−−

=

′+=

−′+−=

 i

)(  i)  i(

eRe) ,(

ee) ,(

) sin() cos() ,(

          

(8.3.2) 

采用(8.3.1)式中的符号，一个波的基本元素可以列举如下： 

• 振幅(amplitude) A，是最大位移； 
• 频率(frequency)f、角频率ω 和周期T，它们的关系是ω = 2πf, f = 1/T 
• 相位 (phase) Φ = kx − ωt − ϕ 和 x 处的初相位kx − ϕ； 
• 波矢(wave vector) k，是波的传播方向上的矢量，其大小 k 叫做波数． 

相速度是具有一定相位的点的传播速度．这里所说的点不是指物质单元．物

质单元只在平衡位置附近振动而没有整体运动．下面来求相速度．设时刻 t 在
x 的点处在某一相位；在Δt 时间以后，发现同样相位的点在 x+Δx．同样相位的

意思是 
( ) ( ) ϕωϕω −−=−Δ+−Δ+ tkxttxxk   

所以相速度为 

kt
x ω

=
Δ
Δ

=pv                        (8.3.3) 

波长(wavelength) λ是相位相差 2π的点之间的空间间隔： 

( )[ ] [ ] π=−−−−−+ ntkxtnxk 2  ϕωϕωλ  
即 

π= 2λk  

我们可以用另外的方式来求得波长和波矢的关系，如 

kk
T π

=⋅
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=⋅=
22

p
ω

ω
λ v

                
(8.3.4) 

波前(wavefront) 是同相位的表面．指定相位的相邻波前之间的间隔为一个

波长． 
实验表明两个或更多的波可以在同一地点独立地传播．这样的例子有：天

线上的无线电信号或电视信号以及交响乐团演奏的乐曲等．在介质中，任何质

点的位移只是各个波动造成的位移之和．这样我们就有波的叠加． 
波的叠加的数学基础是傅里叶分析．数学上，一个(时间或空间的)周期函

数 
)()( TtFtF +=  
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可以分解成级数： 

( ) ( ) ( )tnbtnaatF
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n
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n  sin cos
2 1 1 

0 ωω ∑∑
∞

=

∞

=

++=  

我们可以叠加适当的谐函数以合成一定的波形． 
调幅波(amplitude-modulated wave, AM wave)  设两个波以接近的频率和波

长在同一空间区域内传播： 

( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]txkkAu

txkkAu
ωω
ωω

Δ−−Δ−=
Δ+−Δ+=

cos
cos

2

1

               

(8.3.5) 

合成波将是 
( ) ( )tkxtkxAuu  cos cos221 ωω −Δ−Δ=+            (8.3.6) 

我们发现合成波的振幅本身(合成波的包络)形成了一个波，这个波相对合成波

而言是缓变的．我们称合成的波为调幅波．我们可以求任何指定振幅(相当于包

络的一定相位)的点的运动速度，认为它是包络的相速度或者是合成波调制结构

整体的运动速度： 
txkttxxk ⋅Δ−⋅Δ=Δ+⋅Δ−Δ+⋅Δ ωω )()(  

即 
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x

Δ
Δ

=
Δ
Δ ω

 
群速度(group velocity)的定义如下： 

kd
d

g
ω

=v
                         

(8.3.7) 

调制波携带着信息，根据狭义相对论，信号速度不能超过光速，即 

c<gv  

光通过玻璃或 X 射线通过石墨时行进速度不同于真空的情形．常用折射率

(refraction index) n 这个数值因子来表达这一事实． 

 
p ω

ckcn ==
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如果 n<1，例如 
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m
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则相速将大于真空光速，而群速度仍然小于真空光速： 
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从相速度的定义(ω = kvp )出发，我们可以求得它和群速度之间的关系: 

k
k

d
d p

pg
v

vv +=                       (8.3.8) 

相速和群速的差别出现于介质中，其中相速(从而ω )是波矢的函数: 

( )k
k pv=
ω

 

例如，在稍有色散的介质中， 
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液体中的表面波的相速和群速不同．相速的一般表式是 
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其中 h 是深度,σ 是表面张力(对于水σ = × −73 10 3 N m )．如果 h >> λ ， 
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容易发现对应于相速极小的波长是 

0.017m20 =π==
gρ
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按照波长，表面波可分为重力波(gravity wave)和毛细波(capillary wave)，毛细波就是涟漪

(ripple)．它们的相速为 
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对重力波 
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而对于毛细波 
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对 h << λ 的情形， 
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驻波(standing wave)也可以看作是两行波的叠加． 
假定以下两行波在同一空间区域传播： 
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                 (8.3.10) 

合成波是 
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其中空间和时间部分是分离的，振幅依赖于 x．对两端(x = 0、L)固定的弦，任

何时刻有 
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从第一个条件，得ϕ =π．这意味着如果我们认为 u1 、 u2 为入射波和反射波，

那么它们在固定端的相差为π．这一现象叫做半波损失(half-wavelength loss)．在

ϕ 确定以后，第二个条件限制了k 的取值： kL n= π ，或λ = 2L/n．我们可以将

合成波的振幅作图，如图 8.4 所示，拐点 B 称为波节或节点(node)，而极大位置

A 为波腹或反节点(antinode)． 
对于驻波的频率，有 

L
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L
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n 2

222
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   (8.3.12) 

其中 f1 称作基频，而 fn (n > 1)称为 n 次谐

波(harmonics)． 

*驻波中的动能和势能有一定的分布且不断

相互转换．以 k = 3π/L 的驻波为例，位移、速度

分别为 
 

图 8.4  驻波 
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A
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( ) ( )[ ]

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π−=

−=

T
t

L
xA

tkxAu

2sin3sin2

 sinsin2 ω

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π−=

T
t

L
xAu 2cos3sin2 ω�  

动能密度、和势能密度分别为 
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当 4341 、=Tt 时，各段弦都处在它们各自的极大位置．动能密度为零，而势能密度集中在

波节附近．当 1 21 0 、、=Tt 时，弦是直的，能量完全是动能，且集中在波腹附近．当 
8785 83 81 、、、=Tt 时，能量密度沿整个弦是常量(ρA2ω2)． 

试将动能密度 wk、势能密度 wp作图． 

对一个充气管就位移而言闭端是波节，开口是波腹．至于压强，如图 8.5
所示，其波幅、波节与位移的波节、波幅有所对应．由于 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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∂
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pVB  

我们有 

x
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V
VBp

∂ 
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−=−=
dd    (8.3.13) 

所以位移的极大(波腹)是压强的波节，

而位移的波节(拐点)是压强的波腹． 
*驻波问题也可以用分离变量法来处理．假定 

)()() ,( tTxXtxu =                      (8.3.14) 
代入波动方程有 

( )
( )

( )
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2
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1 k
tT
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−==
′′ ��

                  (8.3.15) 

上式要对任意 x 和 t 成立，唯一的可能是它们都是常量．上式中设置负常数是为了适合于振

动解而不是衰减解．(8.3.15)式等价于下面两个方程: 

0)()( 2 =+′′ xXkxX                    (8.3.16) 

 
图 8.5  纵波中的压强 

p

p0

x 
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0)()( 22 =+ tTktT v��                    (8.3.17) 

这就是所谓的本征值方程(Eigenvalue equation)．利用边界条件可以求得解和本征值 k． 

随着波的传播伴随着能量的传输．我们先推导一维横波中能量密度的表达

式．对一维横波，有 

( ) ( )

( )
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=

−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=

11dd 
2
1

dd d 
2
1d

2

T

2

T

2

x
uxF

t
ux

xsF
t
uxE

ρ

ρ

 
能量密度是 
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(8.3.18) 

其中用了v2 =FT/ρ ．利用行波方程，有 
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从量纲分析，我们知道三维的能量密度是 
2
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对(一维波)通过某一点的能流(energy flow)可作如下讨论． 

单位时间内在 A 点自左向右传递的能量是张力做的功．对于右行波，能量

为正，这可以从图 8.6 中看出．图中长箭头表示右行波的波速 v，而小箭头表示

相应的物质段的运动速度 ut．张力在单位时间内做的功可由下式表达： 
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(8.3.20)

 
对于 

( )u A kx t= − −cos   ω ϕ , 22
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功率为 
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(8.3.21) 

 
图 8.6  能流 
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可以发现平均功率为 

222

0

~ 
2
1d1 AAtP

T
P

T

vωρ±== ∫              (8.3.22) 

对于波动，一个常用的量是强度．三维行波的强度 I 是单位时间通过单位

截面的能量： 

S

P
I ≡                        (8.3.23) 

§ 8.4  干涉和衍射 

简谐波的叠加，除了生成调幅波和驻波以外还有很多种形式和结果，干涉

和衍射也在其中． 
干涉(interference)可以发生在一维、二维或三维情形． 
设有两个具有相同波长和频率的波沿一维路径传播： 

) cos(
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                    (8.4.1) 

其中的相差可以是波程差造成的，例如： 
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合成的波是 
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ϕωϕ tkxAuu              (8.4.2) 

注意，这里波是沿同方向传播的，完全不同于驻波．它的强度正比于振幅的平

方，与相差有关： 

( ) ( )⎩
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,1
2
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mxm
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I             (8.4.3) 

所以整数倍波长的波程差将造成相长干涉，而半整数倍的将造成相消干涉．在

干涉中，能量出现了重新分布． 
在浅水池中，用两个同步振子接触水面，振子振动时将发出两圆形波．它

们相互干涉，在水面上呈现节线，这是水波的二维干涉．图 8.7 是杨氏(Thomas 
Young)双缝实验的示意图，缝宽比波长小得多，a << λ，缝可以看作点源．在

Dd << 的条件下，上缝和下缝光束的程差可简单地表达为 dsinθ，屏上将形成
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干涉条纹．明暗条纹分别出现在 
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其中整数 m 是干涉的级数． 
各种干涉仪应用干涉现象来进行精确测量，

精度为波长的数量级(对于可见光为几百 nm)；而

读数十分简单，只是对干涉条纹数计数而已． 
从厚度为 d，折射率为 n 的介质两表面反射

的光束也能发生干涉，光程差是 2nd(如图8.8)．从
电磁理论知道当光从低折射率介质入射到高折射

率介质时将出现相差π．如果一层油膜(n = 1.45)
飘浮在水面(n = 1.33)上，在空气和油膜的介面上，

将有相差π(光程差λ/2)，在油-水介面则没有相

差．在这种情况下，极大出现在 

λ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
12 mnd  

上式右边已经加上了半波长． 
*相干性(coherence)的意思是两个或更多的波具有确定的可预言的相位关系，这是产生

干涉的必要条件． 
惠更斯原理 (Huygens' principle)由荷兰物理学家惠更斯 (1678, Christian 

Huygens)提出，表述如下： 

• 波前上的所有点可以认为是产生球面次级子波的点源．在时间t
以后，波前的新位置将是和次级子波相切的曲面． 

这一原理常被用来解释反射、折射……等现象．惠更斯假定了光是波，但对其

性质如是纵波还是横波以及波长、速度等等却丝毫未提及．有关光波的严格理

论是在一百多年以后(1865 年)才由麦克斯韦建立的． 
衍射(diffraction)是另一个由于波叠加引起的现象．当光通过小空、指缝、

布伞或某些障碍时，人们发现光强分布并不像障碍边缘一样分明，而是要散出

几个波长的范围．通过望远镜观察的星象往往有着模糊的边缘．晶体 X 射线衍

射则是结构研究的强有力的技术．这些都与衍射有关． 
假定一束波通过宽为 a的狭缝，缝宽为几个波长的数量级，如图 8.9所示．我

们可以把它划分为 N 个“点源”．为了求得θ 方向的振幅，可以考察第 n 束和第

一束之间的相差： 

 
图 8.7  杨氏实验 

 
图 8.8 薄膜干涉 
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于是合成波为 
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特别对零角度，有 

( ) ( )tkxAtkxNAU  cos cos 00 ωω −≡−=  

因为 a 具有与波长相同的数量级，故 ka 量级为 1．当 N >> 1 时，上述余弦值近

乎连续变化，如图 8.10 所示，这时，可以用积分

代替下面的求和： 
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求得振幅后取平方可得强度为 
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可对θ作强度 I 的图，如图 8.11 所示．强度极小出现在 

λθ
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=
π=

sin
2

      
",3,2,1 =m

 

极大出现在θ = 0，而次极大由下式决定： 

22
tan ϕϕ

=          (8.4.7) 

*如果单缝缝宽为 a = 5λ，在衍射中，头

两个极小是在θ = 11.5°、23.6°,而第一个次极

大在θ = 16.6°． 
(8.4.6)式还可以用例 1.4 中的方法严格求得．这里我们只求强度，因此只需

计算振幅的平方． 
 
 
 

 
图 8.9  衍射 

 
图 8.10 

 
图 8.11  衍射图样强度 
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*§ 8.5  色散和波包 

相速随波长(或频率)变化的现象叫做色散(dispersion)，联接ω 和 k 的方程叫

色散关系ω = ω (k)．色散的根源在于介质．色散在波动方程中应有所表示．对

于稍为硬一点的弹簧，切力和桡矩必须考虑，于是波动方程变成 
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                  (8.5.1) 

代入行波解(8.3.1)式就得到(8.3.9)式． 
例如，一维晶体中的波就是色散的： 

( ) 2 
1

nn
n

n uuukum +−

∞

=

+−= ∑ AAAA��
 

其中 
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我们有色散关系： 
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真空中的波也有色散！相对论能量-动量关系和量子力学中的爱因斯坦关系

分别是 

kpE
cmcpE
== ==
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      , 

4222
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所以色散关系是 
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相速和群速分别是 
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更为复杂的简谐波的叠加是波包(wave packet)．设波矢有一个以 k0为中心

的分布范围，波的叠加可表示为 
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而对于波矢偏离 k0 超过指定值Δk 时，振幅 A(k)就远小于 A(k0)；比如,下式

所给的振幅就是如此： 
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(8.5.2)式的求和可以下列积分代替，并可将积分限扩展到±∞： 
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下面列出两种对应于不同的色散关系结果： 
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Δx 是波包大小的测度或波包位置的不确定度(uncertainty)．附录 E 中列出了色

散为 mk 2 2==ω 的结果，所得的波包在传播过程中逐渐弥散——它的大小是时

间的函数． 

§ 8.6  多普勒效应 

多普勒效应是由生在德国的奥地利物理学家多普勒 (Johann Doppler, 
1802—1853)发现的．1845 年，荷兰气象学家巴依斯-巴洛(C. H. D. Buys-Ballot)
测得了声多普勒效应． 

纵向声多普勒效应  假定源和观察者最初相距L，它们相对于介质分别以

速率vS和vO运动．在(x' = 0, t ' = 0)和(x ' = vS T, t' = T')，源发射两个信号，观察

者分别在 t1和 t2收到，相应的位置分别是

1OtL v+ 和L + vO t2．收到信号的时间可求得为 

ppOp

1O
1 1
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vvvv

v LtL
t

−
=

−+
=  

 
图 8.12  多普勒效应 
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其中 vp是声波的相速．如果 T'正好是波在源参考系中的周期，在观察者参考系

中周期应为 

TttT ′
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                  (8.6.1) 

至于频率，我们有 
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当观察者和声源分离时，即 vO > vS (包括 vS ≤ 0)，接收到的频率低于源所发射

的．这叫做多普勒红移．当两者趋近时，即 vO < vS (包括 vO ≤ 0)，收到的频率

高于发射的，这就是多普勒紫移． 
如果源速大于相速将会发生什么呢？在这种情况下，将出现超音速

(supersonic speed) (vS > vp)现象，例子有高速快艇在水中产生的艏波(bow wave)
或子弹在空气中产生的顶头波．这类波的波前是一个锥面，半顶角为θ ，如图

8.13 所示，且有 

M
1sin
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p ≡=
v

v
θ

 

这种锥面波叫做马赫波或冲击波(shock 
wave)，式中 M 叫做马赫数(Mach number)． 

当带电粒子在介质中的运动速度超过

介质中的光速时，就会发生辐射，这种辐

射 叫 做 切 连 科 夫 辐 射 (Cherenkov 
radiation)．切连科夫辐射角(如图 8.14)由下式定义： 

εβ
εθ 1cos C ==

v
c

 

对于电磁波，存在光多普勒效应, 我
们将在下一章讨论．对光波，要用相对论

理论来讨论．与水波及声波相比，光波传

播可以不需要介质，只有源和观察者的相

对运动速度 v 才是有意义的．如果源退行，

 
图 8.13  超音速 

 
图 8.14  切连可夫辐射 
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vt
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就会出现红移： 
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             (8.6.3) 

如果源趋近，就会出现紫移： 
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          (8.6.4) 

*§ 8.7  孤立波 

早在前一个世纪(Aug. 1834)，拉塞耳(John Scott Russel) 就观察到了孤立

波．当时，他正在苏格兰的运河中以高速马拉船做实验，发现船首出现了长约

10m，高约 0.3~0.5 m，速度约 13~14 km/h 的孤立波．他追踪了约 2~3km．现

在我们知道这是一种浅水孤立波，满足非线性方程： 
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                   (8.7.1) 

由于第二项即非线性项的存在，这一方程的解不满足叠加原理．容易证明下列

函数是该方程的解： 

( )
B

ctxActxu −
=− 2hsec

                 
(8.7.2) 

在 20 世纪 50 年代，费米等人(Fermi-Pasta-Ulam)研究了两端固定的一维原

子链，回复力是 
( )2  xxkF α+−=                     (8.7.3) 

他们发现最低能量的振动模式并不热化，而是可以一直保持下去． 
特殊形状的孤立波可以传播很远而不变形，具有很好的稳定性，其原因是

色散使脉冲变宽，而非线性使它变窄，两种作用可以相互平衡．在现今的远程

通讯中，特制的光纤可以无畸变地传送孤立波信号达数千公里． 

习    题 

8.1. 一均匀的圆环在无重力的空间顺时针转动，其切向线速度为 v0．求沿环传播的波的

速度． 
8.2. 质量为 m、长度为 L 的均匀绳垂直悬挂在天花板上，(a)证明绳中各点横波的速度可

以表示为 v = (gy)1/2，其中 y 为相应点到绳下端的距离．(b)证明横波从绳的上端传至绳的下

端所用时间为 t L g= 2 ．(c)绳的质量是否影响上述结果? 
8.3. 地震造成的纵扰动 15min 传播了 5000km，试估计传播扰动的岩石的杨氏模量．假
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定岩石的平均密度是 2700kg/m3. 
8.4. 用等温压缩率而不是绝热压缩率来计算声速，会造成多大的百分误差? 
8.5. 一块石头扔到水塘中，产生的行波群约 1m 长．波群中波的波长约 0.1m．估算代表

波群的波矢谱的范围． 
8.6. 一个系统具有色散关系ω = akβ．证明对所有频率有 vg = βvp． 
8.7. 一个波群是由平均波长为λ的谐波叠加而成．如果 vp(λ)是波长为λ 的波的相速，证

明群速为： 
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⎞
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λ
λ

d
d p
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vv  

8.8. 水波的色散关系是 

khkgk tanh
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2
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⎛
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ρ
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试说明这与§ 8.3中提到的液体中表面波的相速表达式一致． 

8.9. 证明：对于水波，k2 = ρg /σ 相当于λ = 17mm． 
8.10. 对于 5. 0m 深的河道，估算下列波长的相速和群速：(a)10mm；(b)1. 0m；(c)100m． 
8.11. 对于深水波，证明： 
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+=vv  

从而证明， 
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8.12. 风琴管中激起驻波时，一端是波节、一端是波腹，试估计要发出最低声频(20Hz)
所需要的风琴管的最小长度． 

8.13. 一线状波源发射圆柱形波，假设介质不吸收任何能量，波在任意点的强度和振幅

如何依赖于该点与波源的距离? 
8.14. 脉动星的周期可以这样考虑，即星体的半径随时间作周期性变化，由此产生的径

向纵波形成一驻波；假设该驻波处于基态，即星体表面处于波腹． 
(a)你认为此时星体的中心位于波腹还是波节? 
(b)与开口的风琴管类比，试证明星体的脉动周期为 

vRT 4=  

这里R是星体处于平衡时的半径，v是平均声速． 

(c)典型的白矮星压强为 1022 Pa，密度为 1010 kg/m3，比热比为 4/3，半径为太阳的 0.009
倍，则其脉动周期大致是多少? 

8.15. 一正弦波以 80cm/s 的速度沿一根弦传播，在 x = 10cm 处的质点的位移(以 cm 作单
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位)是 u = 5.0sin(1.0 – 4.0t)．弦的线密度是 4.0g/cm．(a)写出弦上一般质点的位移表示式．(b)
计算弦的张力． 

8.16. 地面上检测器和波源相距 d，发现直接传播的波和经高度为 h0的水平层反射的波

是同相位的．当水平层升高 h 以后检测器收不到信号，求波长与 d、h0、h 的关系． 
8.17. 两个点波源 S1和 S2发射相同频率和振幅的波，发射过程中还保持相同的相位．考

虑点 P，距离两个源的距离 r1 和 r2 近乎相等，(a)证明这两个波的叠加形成的波幅随 P 点位

置的变化近似为 

( )⎥⎦
⎤

⎢⎣

⎡ − 212
cos2 rrk

r
A  

式中 r = (r1 + r2)/2．(b)证明当 r1− r2 = (n +1/2)λ (n 为整数)时，出现完全相消；当 r1− r2 = nλ

时，出现完全加强．讨论相消干涉点和相长干涉点的轨迹是否是完整的双曲线，为什么? 
8.18. 对于 N 缝系统，证明总扰动和第一缝(或第 N 缝)之间的相差是 

θsin)1(
2
1 kdN −  

8.19. 晶体 X 射线衍射的平面间隔为 d，证明波长不能超过 2d．可见光可以用吗? 
8.20. 减小照相机的光圈可以增加景深，可是也增加了衍射效应，使象模糊．对于每毫

米 60 线分辨率的底片，估计使衍射变得明显的光圈值． 
8.21. 光在水中的速度是在真空中的 3/4．一束高速电子在水中产生切连科夫辐射，其波

前形成角度为 120º 的锥面，试求电子在水中的速度． 
8.22. 微波的速度与光速相同．一束微波在向着波源飞来的飞机表面上发生反射，反射

波与入射波形成拍，其频率为 990Hz．设微波的波长为 0.10m，求飞机的速度． 
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第九章  相对论力学 

§ 9.1  伽利略变换 

在§ 2.6中，我们讨论过伽利略变换，提到过坐标系的标准位形. 习惯上标
准位形构筑如下：两个惯性系 S、S'，它们的 y、 z轴和 y'、 z' 轴相互平行，而
x轴和x' 轴重合，当 t = t’ = 0时，原点
重合．选择 x则是一种约定． 
通常说：在 S系中，时刻 t,一个质
点到达或位于(x, y, z)处，在 S'系中，则
是在 t'时刻，质点到达或位于(x', y', z')
处；现在我们说：在 S 系中有一事件
(event)发生于(x, y, z, t)，同一事件在 S'系中可以用(x', y', z', t')来描述．事件(x, y, 
z, t)或(x', y', z', t')分别由 S系或 S'系中的观察者记录．这里所谓的观察者，指的
是静止于某一个参考系中无数同步运行的记录钟，其位置和相应的一个时钟读
数可以构成一个事件记录． 
按照上述约定，伽利略变换就是 

tt
zz
yy

utxx

=′
=′
=′

−=′









                       (9.1.1) 

伽利略变换在根本上依赖于时间和空间的观念．下面是牛顿的关于绝对空间和

时间的定义： 

• 绝对空间，就其性质来说与此外的任何事物无关，总是相似的、
不可移动的⋯⋯ 
[原文：Absolute space, in its own nature, without relation to anything 

external, remains always similar and immovable ...] 
• 绝对、真实及数学的时间本身，从其性质来说，均匀流逝与此
外的任何事物无关，⋯⋯ 

[原文：Absolute, true and mathematical time of itself and from it own 
nature, flows equally without relation to anything external, ...] 

从逻辑上说这些定义不甚协调，而空间和时间的分离则是其特征． 

 
图 9.1  标准位形 

S S' 

O O' x x' 

u 
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伽利略变换的主要结果是什么呢？两个事件 A 和 B 之间的时间间隔是 

 BABA tttt −=′−′  

即在 S'系中 t'A = t' B 将导致 S 系中 tA = t B，也就是说在一个惯性系中同时发生

的事件，在所有惯性系中都是同时的．两点之间的空间间隔是 

( ) ( )
( )    

  

BABA

BBAABA

ttuxx
utxutxxx

−−−=
−−−=′−′

 
若在同一时刻测量，则有 

 BABA xxxx −=′−′  

即在不同惯性系中作长度测量将得到同样的结果．速度是相对的, 

uxx −=′ vv  
而加速度是绝对的， 

 xx aa =′  

总之 t、l、a 都是绝对的．此外牛顿力学中 F、m 也不变．伽利略-牛顿相对性

原理认为对于力学来说所有的惯性系都是等价的，没有哪一个更特殊： 

• 在所有惯性系中力学定律都是相同的； 

或者说 

• 力学定律在伽利略变换之下是不变的． 

这里的定律指牛顿运动定律，包括能量守恒定律和动量守恒定律． 
我们要问电磁学定律在伽利略变换之下是否也不变呢？ 
在图 9.2 的 S 系中，两静止电荷间只有

静电力，在 S'系来看，则两运动电荷间还有

磁力，且与速度有关．看来伽利略变换不适

合电磁学． 
电磁学的麦克斯韦理论(1864)表明(可见)

光只是电磁波中的一小部分，而赫兹(1886, 
Hertz)作了实验证实．按照麦克斯韦理论，电磁场遵循方程 
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22
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tctc

         (9.1.2) 

其中 c = με 是光速．如果伽利略变换适用，那么一个一维方程 
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图 9.2  伽利略变换与电磁学 

S S'

O O' x 
x' 

u
q1 
q2 
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将变成 
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所以在不同的惯性系中，波动方程呈现不同的形式．事实上，按伽利略变换，

在不同的惯性系(相对速率为u)中光可以以 c + u 或 c – u 传播． 
机械波需要介质传播，例如空气、水、弹性物质都是传播机械波的介质．光

的传播是否也需要介质呢？人们曾设想光需要一种特殊的介质即以太(ether)，
在与此介质相对静止的特殊参考系中光以速率 c 运动．若是如此，以太应该具

有怎样的性质呢？它必须： 

• 没有质量； 
• 完全透明； 
• 对运动物体没有阻力； 
• 非常刚劲(高速运动所要求)． 

迈克耳孙-莫雷实验(1881—1887)是设计来寻找以太参考系的．该实验的主要仪

器是干涉仪，图 9.3 为其原理图．一镀银的半透平面镜 A 将入射光束分裂，平

面镜 B 和 D 用来反射光．光线 ABA 和 ADA 将会相互干涉．在仪器所在参考系

中，因有“以太风”，故 
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在 AD 方向的速度和时间将是 
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图 9.3  迈克耳孙-莫雷干涉仪 

原理示意图 

以太 

D

A B 

L2

L1 
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在以太系中(图9.4)， 
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这将导致与实验室系同样的 t ABA 、 t ADA 数值． 
如果将仪器转过 90o 再重复以上实验，时间差

将是 
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两次测量的差是 
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对于 L1 +L2 = 22 m (8 个来回)，利用地球公转速度 v = 29.8 km/s 及钠光波长

nm 589=λ 的数值可知干涉条纹的改变量为 

( ) ( ) 40.0  2 
21 ≈+=′Δ−Δ=Δ λβλ LLttcN  

如图 9.5 所示．可是，实验表明 

0=ΔN  

这就意味着不存在“以太”．这类实验就是所谓示零实验或零结果实验(null 
experiment，厄缶实验是这类实验的另一个例子)．示零实验往往有着重要的深

刻的意义．诺贝尔奖获得者阿尔瓦雷斯(L. Alvarez)曾经用X射线照射埃及吉萨

地区的一座金字塔，当时一些报纸报道说，他没有任何发现．阿尔瓦雷斯总是

纠正说：他发现了一件事，那就是不存在尚未为人所知的墓室．零结果和没有

结果是完全不同的概念． 
关于以太，当时还有一些工作企图挽救其命运，可以提及的有： 
1. 以太拖曳理论  认为没有干涉条纹是因为有一层以太被带动了，彼此相

对静止而已．可是这一理论遭到了天文学家的反对．因为在不同季节，虽然有

相对的平行和反平行运动，观察结果并没有差别． 
2. 发射理论  认为光速为 c + kvS 即与光源速度有关，即使假定了 k 小于

2×10– 9，仍然缺乏进一步的例证． 
所有这些导致了当时的物理学家进一步思索以寻求伽利略变换以外的新的

 
图 9.4  以太参考系 

 
图 9.5  干涉条纹 

u D

A A 
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变换．这方面的工作有： 

• 1892年爱尔兰的菲兹哲罗(G. F. Fitzgerald)和荷兰的洛伦兹 (H. A. 
Lorentz)独立地提出了运动长度收缩的概念． 

• 1899年洛伦兹(Heinrich Lorentz)提出运动物体上的时间间隔将变长．他
还提出了后来以他名字命名的著名变换(Lorentz transformation)． 

• 1904年庞加莱提出物体质量随其速率增加而增加，表明任何物体所能达
到的速度有一最大值──真空光速． 

关于狭义相对论有多少是属于爱因斯坦、多少属于其它人的争论，似乎不无理

由．但是无可争辩的是爱因斯坦 1905年的论文把整个内容置于适当的基础上，
大大超越了其它的工作，其所作的预言在其它研究工作中甚至都没有想象过． 

§ 9.2  洛伦兹变换 

狭义相对论(special relativity)有两个基本假设： 

(1) 相对性原理：物理定律在所有惯性系中都相同． 

这就是说不存在特殊的惯性系．这里物理定律至少指力学定律和电磁学定
律．我们已经提到过牛顿第一定律可作为惯性系的定义，因此力学定律主要指

牛顿第二定律．“在所有惯性系中相同”意思是在某一变换下不变． 

(2) 光速不变原理：在所有惯性系中自由空间光速都有相同的值 c. 
对此原理曾有过争议．有人认为单程光速和双程光速可能有不同的含义，
他们想大多数测光速的方法都是测的双程光速，是否有可能双程光速总是相同

的，而单程光速实际上是不等的？似乎由此可动摇光速不变原理．其实精确测

量原子辐射的波长和频率，通过计算 c = λν 则完全可避免这一困惑． 
满足上面两个假设而保持物理定律不变的变换是洛伦兹变换． 

*下面从两个基本原理出发来得到这一变换． 

首先，变换必须是线性的．理由是 

• 运动方程是线性的； 

• 假定了时空的均匀性以及空间的各向同性． 

在标准位形中，对于任意事件在 S 系中的时空坐标(x, y, z, t)及 S'系中的对应坐标

( ′ ′ ′ ′x y z t, , ,   )，可以写下一组线性变换，其中有一些系数待定： 
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tazayaxax
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                  (1) 

对于任意 y、z，如果 x = ut，则 x’ = 0，于是有 
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1)0(
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                      (2) 

根据相对性原理，得 
))((11 tuxuax ′+′−=                      (3) 

这意味着 t’是 x、x’的函数： 
[ ] xatatxxxft 4144),(, +=′=′                   (4) 

我们可以写下一组联立方程： 

{
)(
)(
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                       (5) 

解得 x 为 

)(1 tauxbx ′+′
Δ

=                       (6) 

与(3)式相结合，有 a = b．至此，光速不变原理仍未使用．设在 t = t’ = 0 时，一球面电磁波

离开原点 O、O’且以速度 c 行进，则 
22222 tczyx =++                      (7) 

22222 tczyx ′=′+′+′                     (8) 

将变换方程(5)式代入(8)式，再与(7)式联立求解，可以得到 
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我们知道两参考系相对静止(u = 0)时，x = x’，所以上式应取正号． 
完整的变换关系为 
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即洛伦兹变换．(9.2.1)式也可以用矩阵表示为 
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(9.2.2) 

对于两个事件或所谓事件对( x'1, t'1 )、 ( x'2, t'2 )，洛伦兹变换是 
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根据观察，可以发现洛伦兹变换有以下性质: 

• u = c，否则 γ 变成虚数； 
• 反变换，只需作形式替代( u ?  –u)； 
• u << c时，洛伦兹变换等价于伽利略变换； 
• 存在不变量 

22222

22222

)() () () () (
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     (9.2.4) 

∆s称作事件对的空时间隔(spacetime interval)．不同空时间隔的事件对在不同参
考系中将有不同的属性，详见§ 9.3中光锥的段落． 
当 ( ) ( )c t x∆ ∆ >  2 2，事件对是类时的(timelike)，有 

22 ) () ( cxt ∆−∆=∆τ                   (9.2.5) 

称为事件对之间的固有时间间隔(proper time interval)． 
当 (   2c t x∆ ∆) ( )< 2时，事件对是类空的(spacelike)，有 

 ) () ( 22 tcx ∆−∆=∆σ                   (9.2.6) 

称为固有空间间隔(proper space interval)． 
当 ( ) ( )c t x∆ ∆2 2= 时，事件对是类光的(lightlike)． 

*在 S'系中，同时(∆ t' = 0)测量一段长度两端的位置∆x' = l0 就构成了一个事件对．它们

的固有距离是∆σ  =  l0．同一事件对在 S系中， 

( )

0    

    

22
≠′∆=






 ′∆+′∆=∆

′∆=′∆+′∆=∆

x
c
u

x
c
u

tt

xtuxx

γγ

γγ

 

( ) 0
2 

0

2

2
2 1   ll =−=






 ′∆−′∆=∆ βγγγσ x

c
ucx

 

诚如所说，此为不变量．其实在 S'系中，∆x' 总是 l0，不会因为测量时间而改变． 

22
0 )( tc ′∆−=∆ lσ  
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对于非零的Δ t'，在 S 系中它也依赖于Δ t'且取同样的值． 

在 S 系中同时(Δ t = 0)测量上述长度为Δx = ．这些同时测量也构成一对事件，它们的Δσ 

是 

( ) ( ) =Δ=Δ−Δ=Δ xtcx    22σ  
这对事件在 S'系中有 
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( ) ( ) =−=′Δ−′Δ=Δ 2 22 1 βγσ tcx  

也是不变的．后面,我们将专门讨论  和 0之间的关系． 
洛伦兹变换所导致的一些结果也许我们从未想象过． 
时间膨胀 (time dilation) (运动时钟走得慢) 
考虑 S'系中 x'处的一时钟，两次读数形成了(Δx' = 0, Δt')的事件对．同样的

事件对在 S 系中时间间隔为(写出Δx', Δt', Δt 同时出现的变换式即可求得) 

ttt ′Δ>′Δ=Δ γ  

即在 S 系中的观察者认为运动的时钟较慢．反之，S'系中的观察者也会认为 S
系中的时钟较慢．在此我们遇到了对称的情形．*在孪生子佯谬中，我们会遇到不对

称的情形．至少会牵涉到 3 次加速过程(见下节)． 
时间膨涨的直接例证有低速范围的宏观时钟和高速范围的基本粒子实

验．1975 年到 1976 年间，马里兰大学的一个研究组用原子钟乘坐飞机进行了

测量．发现铯原子钟在两次航程中显示了时间膨胀效应．观察到的效应与理论

符合到±1%．又如一束介子，半衰期为 1.80×10 – 8s (可以通过静止介子的测量得

到证实)，速度为 v = 0.99c. 在 S 系中，Δt =γ Δt' = 12.7×10 – 8s，运动距离 d = v Δ t 
= 37.9m，可由实验验证． 

*在狭义相对论中，只讨论惯性系，这里我们还是要提一下所谓时钟假说：时钟的快慢

只依赖于它的瞬时速率而与加速度无关． 
洛伦兹收缩(Lorentz contraction)(运动长度收缩) 
考虑在 S'系中的一个长度 x'2 –x'1 = Δx' = 0 (静止长度或固有长度)．在 S 系

中，同时测量这一长度导致Δt = 0, Δx = Δx'/γ，或 

2

2

0 1
c
v

−=  

*一根 20m 长的杆是否可关进 10m 长的隧道?特别是从杆的参考系看来会怎样？运动物

体的视觉形象是否等价于观察者得到的记录? 
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同时的相对性(relativity of simultaneity) 
考虑在 S 系中的同时事件(Δt = 0)． 
如图 9.6 所示，S 系中有两事件同时发生，事件发生时发出的光信号以后将

在中点 M 相遇．在 S'系看来，光信号相遇

在 M'点,不是中点．为什么会如此？既然

光速 c 是常量，唯一的解释是 B'发生于较

早的时刻， A'、B'不是同时发生的． 

( ) 2 ABAB xx
c
utt −−=′−′ γ  

对于当地的事件对，Δx = 0，我们有Δt' = 0；如果Δx ≠ 0，则在 S'系中，两事件

的时间间隔为有限． 
因果律(causality)和信号速度 
事件 P( xP , tP )引起 Q( xQ , tQ )．它们有因和果的关系，即必然有信息或相互

作用以速度 
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从 xP传到 xQ(不失一般性，可假定 xP < xQ)． 
在 S'(u)系中的观察者记录到时间间隔 t'Q  – t'P为 
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如果 
2

S cu >v  

则时间次序将改变(即Δt > 0 而Δt' < 0)．如果 vS是信号传播速度，则它联系着相

关事件，时间次序不能反转．在 u 不大于 c 的条件下，只有 vS ≤ c 才能保证时

间次序不颠倒．在不相关的两事件之间，vS 只是具有 LT–1 量纲而已， vS 完全

可以大于 c．于是以速率 u 运动的观察者将可以看到不相关事件的次序颠倒，

只需 
ccuc )( Sv>>  

*例如，探照灯在高处云层上的光斑,其线性扫动速度可以非常大，甚至大于光速．可是

并没有信息从一云块传到另一块．试证实探照灯光的波前是阿基米德螺线(Archimedean 
spiral)． 

*快子(tachyon)是一种假说中的粒子，其速度永远大于光速． 
劳厄圆柱(Laue's cylinder) 
在相对论意义上“刚体”、“不可压流体”都是不可能的，因为刚体可以瞬

 
图 9.6  同时性 
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时地传播信号．如打击刚体棒的一端，则另一端立即就得到了信号，这与信号

速度的有限性矛盾．在非刚体中，弹性波以有限速度传播 v < c． 
考虑图9.7中的圆柱，想象每一截面都是一个钟面，在 S'系中全都同时；可

是，在 S 系中指针却不同步． 
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γ
 

光多普勒效应(optical Doppler effect) 
在 S' 系的原点先后发出两个光信号(图 9.8)，即事件(0,0)和(t', 0)；在 S 系

中，它们是事件(0,0)和(t, x)．根据洛伦兹变换 
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在 S系的原点收到第二个信号的时刻是 
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两个光信号之间的时间差为 
tt ′Δ+=Δ   )1( γβ  

时间间隔可以用周期表达为 
TT ′+= γβ )1(  

发射频率νe 和观察频率νo 的关系为 
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显然，对于退行和趋近情形分别存在红移和紫移： 
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     (9.2.7) 

退行或趋近的星是否会由于多普勒效应而改变它们的颜色呢？答案是否定

的．巴依斯-巴洛特(C. H. D. Buys-Ballot)等人指出，当退行星体的蓝色部分红

移时，其紫色部分将移向蓝区． 
*当波矢 k 和相对速度 u 有一有限夹角时，我们有横向多普勒效应: 
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θβ
λ
λ

−

−
=   (θ 为 k 和 u 的夹角)     (9.2.8) 

 
图 9.7  劳厄圆柱 

 
图 9.8  多普勒效应 
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*红移是否破坏能量守恒？ 

退行红移(recessional redshift)和膨胀宇宙 
用波长来表达，退行红移是 

eo 1
1

    , λ
β
β

λλν
−
+

==c
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宇宙学起源的红移包括多普勒效应和背景引力的影响，哈勃发现 

c
L

H0
e

eo =
−
λ

λλ
                       (9.2.9) 

这就是哈勃定律(Hubble's law)．姑且用多普勒红移以及上述近似代入有 

LHu 0=  

相隔越远的星体以越高的速度 u 分离，构成了一幅膨胀宇宙的图象．理论证明
经验定律(9.2.9)式只是近似．类星体红移很大，虽然很多天文学家相信其速度
和距离有类似关系，但以上结果显然用了太多的近似． 

*§ 9.3  空时图和孪生子佯谬 

以 ct和 x为坐标轴，我们就构成了所谓的空时图(spacetime diagram)．空时
图中的一个点代表在时空中发生的一个事件．物理系统的运动构成了各种事件

系列，它们在空时图中相应的轨迹叫做世界线(world line)．图9.9中画出了在惯
性系中的几种运动，其中 a 线相应于静止；b 线的方程是 

1
d
d1tan

  cot

<===
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βθ

θ

c
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t
x

c

xct
 (9.2.1) 

而b’线则对应于光．曲线c 包含了加速
度．*b"  线有物理意义吗？ 

对于 S'系中的事件描述，我们可以
作图 9.10．所需的 ct' 轴和 x' 轴即是直
线 x' = 0和直线 c t' = 0. 从(9.2.1)式可知，
它们相应于直线 x = β ct和直线 ct = β x．为了确定 S'系中的单位，我们可以

 
图 9.9  空时图 
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求点  ( x' = 0, ct ' = 1)和(x ' = 1, ct ' = 0)的位置；它们分别是 S系中下列两组方程
的交点： 

xct
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这样 S' 系的轴就标定了．单位空时间隔是 

2 

2 

1
+1

cos β
β

θ
γ

−
=      (9.3.2)

 

时间膨胀、洛伦兹收缩和同时的相对性都可以在空时图中得到表达． 
时间膨胀见图9.11．对于S系中的时间间隔 t2 – t1，S'系中的观察者将认为
时间间隔(在同一地点的读数)是t'2 – t'1，即 ct' 轴的一部分或所有平行于x' 轴的
虚线之间的平行线，它比 t2 – t1大 γ倍 (读者可以利用图9.10自己证实这一点)． 
*对于S'系中的间隔t'2 – t'1，在S系中相应的读数是什么? 

洛伦兹收缩见图9.12．在S'系的x' 轴上有一长度l0．测量事件相应于通过两

端而平行于ct'轴的两虚线上的两点．点的位置可能影响事件对的空时间隔，可
是不影响长度——空间间隔．在S系中，在相同时刻(即平行于x轴；是否是唯一
合理的选择？)测量两端将得到一个长度l，而它短于l0．在这一意义上说，长

度测量并不对应于同样的事件对． 
图 9.13表示了同时的相对性．在 S系中同时事件可以用平行于 x 轴的线上
的两点，比如说 P1、P2来表示．在 S' 系中，它们位于平行于 x '轴的两线上．那
就意味着在 S'系中它们发生于不同的时刻．在 S系中观察者看来，同时事件在
S'系中发生于不同的当地时间(这里我们假定了同时事件发生在不同的地方，否
则它们将保持同时)． 

 
图 9.10  S' 系的空时平面 

            
图 9.11  时间膨胀                 图 9.12  洛伦兹收缩 
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在不同的参考系中，事件对的时间次序和空间间隔可能是不同的．在图9.14
的 S系中，事件对 O、P发生于不同的时刻和地点．可是当我们以 OP为 ct' 轴
建立 S'系，这样事件对都发生在 x' = 0处，只是时间不同而已．换言之，空间
间隔消失了，或者说没有确定的空间序．这就是为什么用“类时”事件对这一
术语．事件对 O、Q可以出现于同一时间(即以 OQ作为 x'轴，有 ct' = 0)，也
就是说它们的时间次序改变了，或没有确定的时序(早或迟)．可是在空间上它
们还是分隔的 ——类空的．图中的锥面叫做光锥(light cone)．在锥面上的事件
对都是类光的；光锥内的事件对都是类时的，我们可以谈及事件次序：上半部 

22)( xct > ，是“绝对将来”，下半部(ct) 2 < x 2，是“绝对过去”；光锥以外，我
们有类空事件，这一区域称作“现在”． 
对于类时事件对，固有时间是 
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沿图9.15中直线 AB，有 
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而沿着曲线，由于有非零的速度，故 
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由此是否可得到一些关于孪生子佯谬的感觉？
 

             
 图 9.13  同时的相对性                             图 9.14  光锥 

 
图 9.15  固有时间 
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孪生子佯谬(Twin paradox) 
设有孪生子两人 A 和 B, A 是静止的，B 先是离 A 而去，以后再返回．假

定β = 0.8 (则 tanθ = 0.8)，并约定每年元旦发射一个信号．对于退行，存在红移： 
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ν

 

这意味着他们两人都是 3 年收到一个信号．在

图 9.16 中，当 B 经过返回点以后，他们相互趋近，

多普勒效应是 

3
0

=
ν
ν

 
即一年收到 3 个信号． 

在这一问题中 A 是处在惯性系中，而 B 经历 3
个加速过程．即使加速过程中对时间的广义相对论

效应可以忽略，仍然存在不对称性：无论如何 A 和

B 不可能同处在惯性系中．这一情况不同于简单的

时间膨胀现象． 

§ 9.4  相对论运动学 

从邻近事件对的洛伦兹变换： 
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可求得如下的速度变换公式： 
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                    (9.4.1) 

 
图 9.16  孪生子佯谬 

返回点 

B 

A
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(9.4.1)式提供了速度叠加的基本公式．*用 v'x 、 v'y 、 v'z 来表示 vx 、 vy 、 vz 的公式

是什么? 
例 9.1  在正负电子对撞机(collider)中，电子和正电子以速度 0.90c 相向飞行(图 9.17)．它

们的相对速度是多少?  
解：取对撞机为 S 系，向右运动的电子为 S'系.于是， 

u = 0.90c,        vx = – 0.90c． 

相对速度是 

ccc
x 994.0

90.01
90.090.0

2 −=
+

−−
=′v  

例 9.2  光子和中微子以 c 相向运动．已知其中之一的速度为 vx = c．另一个作为 S'系以

-u 运动，是否有 v'x = c + c? 
解：利用(9.4.2)式,有 

c
ccu

uc
x ⎯→⎯

+
+

=′
21

v
 

例 9.3  在 x 方向以速度 u 运动的一粒子，在 y 方向发射一个光子，求其速度． 
解：已知 v'y = c, v'x = 0，所以 

221 cucc

u

y

x

−==

=

γv

v

 
注意 

cyx =+ 2122 )( vv  

光行差的经典结果是由布拉得利(1727, James Bradley)作出的，我们在§ 2.6
已经提到过他的结果．天顶的星看起来是动的，它垂直射向赤道平面的光看起

来是斜的；地球上的望远镜须转过一个角度α ' 才能观察到它．已知 

vvvv ===−= uc yxz  ,0 ,  
在 S'系(地球)中，有 

c

c
u

z

x

zz

xx

v

v

v

vv

vvv

=
′
′

=′

−==′
−=−=′

αtan
 

利用相对论速度公式(9.4.1)式，可以得到 

cc
c

z
vv

v =′=′−=′ αγα
γ

sin   ,tan   ,
 

与经典的结果不同． 
对于任意角度的光，我们可以推导出一个一般的表达式．假定在汽车(S'系)

 

图 9.17 

0.90c 0.90c 
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中车头灯的光线锥面与 x 轴成夹角θ'' (见图 9.18)，则 

x

y

v

v

′

′
=′θtan

 
在S系中，角度θ 满足关系： 

βθ
βθ

θ
γ
θ

γθ

+′
−′

=

+′

′

=
+′

′

==

cos
1sin

cos

sin

tan

2
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v
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§ 9.5  相对论动力学 

在本章中我们不考虑重力与非惯性系，那是广义相对论的课题． 
在动力学中，我们必须涉及质量和动量．我们首先讨论两个质量相同的质

点的完全非弹性碰撞．如图 9.19，在 S'系中，它们因碰撞而至静止，有质量和

动量守恒；另一方面，在 S 系中若保留质量守恒，则动量守恒被“破坏”了： 

mum
cuu

uum 20
1 2 ≠×+
+
+

 

如何弥补呢？若考虑质量也是依赖于运

动的，并定义： 

)0(             ),( 0 mmmm ≡≡ v  
则在S系中，有 

[ ]umm
uumm

ummm

x

xx

x

0

t

t0

)(
)()(
)()(

+=
=⋅
=+

v

vv

v

 
所以 

1
)( 00

−
=

−
=

u

m
u

umm
xx

x vv
v

 

我们试图保留 vx，而将 u 也用 vx来表示；这等价于将 vx/u 用 vx或 vx /c 来表示．这

一点可以做到，只要写 

 
图 9.18  车头灯效应 

 
图 9.19  在 S' 和 S 系中的非弹性碰撞 

碰前 碰后 

S

S'

0

0 

u vx

u −u
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2
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即   22 1

2
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=
 

其解是 2 11 β−=−x ．于是 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =≡

−
=

c
mmm x

x
v

v βγ
β

         
1

 02 
0    (9.5.1) 

式中m0称为静止质量．对于mt(u)，在S' 系中有 

00t )(2)(2 muumm γ==  

在S系中，我们得到一致的结果： 

0tt  )( mum γ=  
*如果速度不是很高，你能否求得质量和静止质量的差? 

利用(9.5.1)式，我们可以得到动量的表式 

2

2
0

1
c

mm
v

−

==
v

vp                     (9.5.2) 

在电场和磁场作用下，电荷的运动方程为 

( )
t

q
d
dpBE =×+ v                      (9.5.3) 

没有电场时， 
( ) ( ) 02

d
d2

d
d

=×⋅=⋅=
⋅ Bppppp

vq
tt

 

意味着动量的大小是常量，从而速率和质量都是常量．运动方程是 

B×= v
v q
t

m
d
d

                      
(9.5.4) 

这和牛顿力学中的完全一样，不过现在质量是速率的函数．在直角坐标系中

( kB b= )，有 
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其解很简单： 
( )
( ) ( ) ⎟⎟
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即电荷作圆周运动或螺旋运动，因此可以通过角速度来表达其特性． 

B×=× vv qmω  

m
qB

−= ω                          (9.5.5) 

我们可以下结论：负电荷绕磁场按右手螺旋运动．对于v⊥B，有 

Bq
R

m v
v

=
2

0 γ  

在牛顿力学中，动能为 
2

k 2
1dd vmmE =⋅=⋅= ∫∫ vvrF  

在狭义相对论中，动能可表示为 
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从已知关系 
( ) 2

0
222 1 mcm =− v  

可以发现 
0ddd 22 =−− vvv mmmc  

于是可得动能的表达式为 
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在低速极限下，其主导项正是牛顿力学的结果．一些相关的表达式有 
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其中 m0c2称为静止能量．常用的微观粒子的静止能量为： 
电子       0.511 MeV 
质子       938.3 MeV 
中子       939.6 MeV 

例 9.4  250MeV的电子处于磁场中,轨迹的半径是 3.0×10–2 m，求速率和磁场． 

解：  

985.0

89.51
511.0
50.2

12
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k
2

0

2

=

=+=+==

β

γ
cm

E
cm

mc
 

T33.0
m100.3sm103

985.0V10511.089.5
28
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2
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qR
vm
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β

γ
γ

 

爱因斯坦引入质能(mass-energy)来表达动能和静止能量之和： 

2cmE =                         (9.5.7) 

在牛顿力学中，分别有质量守恒和能量守恒，而在狭义相对论中，有质能守恒．质

能和动量之间的关系可如下求得： 

42
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02

4242
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0

422 11

cmpc

cmcmcmcmcmE

+=

+



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
−=+−=

γ

 
即 

42
0

22 cmpcE +=                      (9.5.8) 

对于 m0 = 0的粒子，有 
cEpcpE ==     ,                      (9.5.9) 

对于有限的 p，β必须趋向于 1．爱因斯坦认为，有静止质量 m0、动量 p和质能
E 就足够了，不必引入“动质量”m．因此，在这里 m只是质能的代表而已．质
能的变化是 

2 cmE ∆=∆                       (9.5.10) 

在电子-正电子对湮灭(pair annihilation)过程中， 

γ→+ + 2ee  

光子能量至少是0.511MeV．为什么？对产生(pair creation)过程 
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++→γ ee  

不能单独发生，通常发生于原子核附近．*为什么？从能量和动量守恒考虑这一问题． 
历史上，质能守恒导致过新发现．例如，在发现中微子(neutrino)以前，人
们无法解释中子衰变过程中丢失的动能，见下式： 

( )
511.0  3.938  6.939

eepn ν++→
 

在发现了中微子以后才圆满地解释了上述的衰变过程．(9.5.10)式对讨论原子问
题很有用．在氢的离化过程中， 

Q−+→ −epH  

离化能为Ei = 13.58eV，由此我们知道质量差是 

u1048.1 82
i

−×==∆ cEm  
计算过程用了以下关系： 

kg1066.1u1

MeV931u1
27

2

−×=

=× c
                    (9.5.11) 

(9.5.10)式对处理核物理问题也很有用． 

例 9.5 求氘核的结合能． 

解： 

( )  c c  B
2

H
2

p
2

n 2 Emmcm =−+
 

由于核结合能的数量级是 MeV，比原子结合能大得多，因此在核问题中，我们可以忽略原

子结合能而利用原子质量得到 

MeV23.2

uMeV931u)01355.200728.167008.1(   22
H 

2
H 

2
n 21

=

×−+=−+ ccmcmcm

 

在核能利用中，我们应提到裂变(fission)和聚变(fusion)．铀核 235U可通过
裂变释放能量： 

→U235 2 产物核 + 中子 

这是因为铀核的质量大于产物的质量之和．氘核(deuteron)可通过聚变释放能
量： 

( ) Q+ν++→+  nHeHH e
322

 

质能公式也适用于宏观物体． 
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例 9.6  用质能关系来讨论太阳质量的流失． 
解：太阳常数是 2mW1340 ． 
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相对损失率为 
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至今太阳只流失了它很小一部分质量． 
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在相对论动力学中加速度有可能不在力的方向上．从运动方程， 
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得到加速度 

v
v
2cmm

⋅
−=

FFa
                     

(9.5.13) 

显然，一般情况下加速度和力不共线，只有当力平行或垂直于速度时才共线． 

例 9.7  从能量考虑来看 c 作为极限速率． 
解：斯坦福直线加速器可将电子加速到 Ek = 30 GeV = 3.0×1010 eV，因此 
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经简单的计算可得 
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而在经典情形， 
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β
βΔ

=
Δ 2

k

k

E
E

 

当速度趋向于 c 时，两者差别是极其巨大的．为了增大速度，经典表达式要求的功率要小得

多．这就是为何经典理论不存在速度极限的原因． 

习    题 

9.1. 如果电荷与观察者的速度无关，对于运动观察者来说电荷密度ρ将增加还是减少?如
果ρ0是静止时的电荷密度，ρ ⁄ρ0 是多少? 

9.2. 假定从地球测量宇宙的边缘是 1010 l.y.，一高速旅行者以γ = 108运动，在他看来宇宙

边缘是多远? 
9.3. 一太空船静止长度为 200m，正在相对我们以β = 0.6 运动．船的首尾各有一时钟，

在船体参考系中同步校准；在地上也有很多时钟，也全都同步校准；当飞船头部到达我们所

在处时，我们的时钟和飞船头部的时钟读数都为 t = 0． 
(a)这时 t = 0 (对我们来说)，飞船尾部的时钟读数如何? 
(b)多久以后(对我们来说)尾部到达我们所在处? 
(c)这时尾部的时钟读数如何? 
9.4. 气体动理学理论告诉我们： 

Tkm B
2

2
3

2
1

=v  

已知铁原子 m = 9.3×10–26 kg． 
(a)计算铁原子处在 300K 的温度下的 2 β ． 
(b)这些原子的 γ 是多少? 
(c)由于时间膨胀，运动(或加热)的铁原子的样品辐射频率为 ′ =f f( )1 0γ ，其中 f 0 是静

止时的辐射频率．处在 300K 的温度下铁原子，其 ( )′ −f f f0 0 是多少? 
9.5. 一太空船以 0.90c 的速率飞离地球，它发射 100MHz 的信号以向地球报告．为了接

收这些信号，地球上的接收器应调谐在什么频率上? 
9.6. 对类星体(quasar, quasi-stellar objects)发射的光的观察表明，实验室中波长 500nm 的

谱线移到了 1300nm．问类星体的退行速度是多少? 
9.7. 由于太阳的旋转，其赤道上表面的点有速度 1.85km/s．从地球上看，太阳赤道上相

对两边发射的光波长有什么差别．假定固有波长为 546nm． 
9.8. 一太空船以 0.20c 速度飞离地球．飞船尾部的一束光，在乘员看来是蓝的(λ = 

450nm)，地球上的观察者看来是什么颜色? 
9.9.  在类星体 3C9 的谱中有某些熟悉的氢谱线，不过它们的波长已经红移至 3 倍长．假

定 3C9 相对地球完全是退行的，相对论多普勒效应预言的退行速度是多少? 
9.10. 一粒子沿 S'系的 x’  轴以 0.40c 运动，而 S' 系以 0.60c 相对 S 系运动．在 S 系中测

定粒子的速度是多少? 
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9.11. 星云 A 以 0.30c 速度相对地球退行．星云 B 在另一边以同样速率退行．从星云 A 上
的观察者看来,我们的星云或星云 B 的退行速度各是多少? 

9.12. 一粒子以速率 v 沿与 x 轴成夹角θ 的方向运动．在 S'系中的观察者看来，速率 v′
和夹角θ ’ 如何取值? 

9.13. 列车 A 和 B 从 S 站出发沿垂直铁轨开行．图中标出的速度是相对于车站 S 的． 
(a)求列车 B 相对于 A 的速度 vAB． 
(b)求列车 A 相对于 B 的速度 vBA． 
(c)这两个速度并不反平行，试加以评论． 
9.14. 太阳流向地球的能流是 1340W/m2．问每年太阳有多少

质量流向地球? 
9.15. 20-kt 核弹需要多少裂变物质?(对于 TNT, 燃烧值为

tJ1018.4 9×=C ) 
9.16. 自由中子衰变过程为 

ν++⎯→⎯ −epn  

设自由中子原来静止，衰变后的质子也静止，求电子的动能． 
9.17. 一个动能为 250MeV 的Σ−衰变如下： 

n+π⎯→⎯Σ −−  

π介子与Σ−原来的运动方向成 90°夹角．求π介子和中子的动能以及中子的运动方向． 
9.18. 高能加速器将质量为 m 的粒子束加速到总能 Eb，然后用之去轰击静止靶，但是用

较低的能量 E’ 的两束粒子能导致同样的碰撞，如图所示．证明 
(a) 

2
b

b

b

2
b

com mcE
cp
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mcE

+
=

−
=β  

(b) 
21

2
b

2 )(
2
1

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ +=′ mcEmcE  

9.19. 对γ >> 1， 证明下式成立： 

c
Ep ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−≈ 2 2

11
γ

9.20. μ子静止质量为 m0 = 105MeV/c2，半衰期为τ = 2×10– 6 s．在 t = 0 时一μ子从加速器

中产生，此时动能为 10395MeV．(a) μ子的总能量是多少?(b)γ值是什么?(c)速度和动量是多

少?(d)在实验室系中半衰期是多少?(e)衰变掉以前，它能飞多远? 
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题  9.18 图 
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热运动是比机械运动更高级的运动形态．在热运动中，大数粒子各自按力
学定律运动，除此之外它们还表现出总体行为，我们称这种系统为宏观系统．对

于热现象，我们可以问如下问题：什么是热？温度是否与平均动能成比例？如
果是，在零温度时所有粒子都静止吗？永动机(perpetual motion machine)是否可
能？并期望得到合理的答案．实际上我们更感兴趣的是某些一般规律，诸如能

量守恒、不可逆过程、相变等等．在基本的层次上，我们可以讨论时间之矢的
问题──与熵有关的问题．另外，黑夜天佯谬和微波背景辐射等问题，也将在

本书的第四部分中加以讨论．当然我们也愿意知道如何以宏观描述为依据从微
观尺度上来洞察材料． 
热力学(Thermodynamics)寻求在宏观变量(p, V,L)之间建立起定量的关
系．这类关系指的是一个变量与其它变量的关系或同一变量在系统的初态与终
态的关系．热力学基于少数定律(第零、第一、第二、第三定律)和数学，有很
大的普遍性和可信性，其缺点是不适于洞察物理过程的细节． 
另一方面，气体动理学理论(kinetics of gas molecules)和统计物理学

(statistical physics)则寻求利用微观物理来解释宏观现象，同时洞悉微观世界的
方法．它们适合于讨论涨落、临界现象等等，是基于对物质结构的假定和数学
近似基础之上的．这里的所谓“假定”，涉及分子、能量状态、相互作用势等等． 
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§ 10.1  平衡态 

这里，我们将研究对象称为系统．热力学系统可以是任何有限的宏观物体，

不管它们的物质的量以及所占的空间区域是怎样的．常见的对象有：空气、各

种气体、橡皮带、金属材料、磁性材料(铁磁、铁氧)、铁电材料、液晶、表面

和薄膜、化学物质等等． 
系统通过物理的或想象的边界与周围环境(介质)相隔．一个重要的环境是

热源或称热库．按照是否与环境交换能量或物质，系统可以分为孤立系统、闭

合系统或开放系统．孤立系统不和环境交换能量或物质，是一种理想情形．闭

合系统和环境交换能量但不交换物质．开放系统和周围介质既交换能量又交换

物质．人体就是一个典型的开放系统． 
相(phase)是系统中(化学组分和物理状态)均匀的部分．系统可以只有一个

相，也可以有几个相．系统可以从一个相变到另一个相，例如从超导相转变到

正常相，或反过来变化． 
平衡态(equilibrium state)是系统的一种状态．若系统处于平衡态，则其宏观

变量就有确定的值，并且只要外部条件不改变，它们将保持不变．这里所说的

平衡是一种动力学平衡．在热力学范畴内，我们不承认涨落，并且也不涉及到

流．有流而不随时间改变的情形叫做“定态”. 日常经验告诉我们，只要时间

足够长孤立系统总能达到平衡态． 
当环境发生变化时，系统会偏离平衡态．在时间τ以后，系统又将到达新

的平衡态，这一时间τ称作弛豫时间(relaxation time)．弛豫时间就是系统调整自

己以追随环境变化所需要的时间．通常只需知道弛豫时间的数量级而不需要精

确数值．例如，在尺寸约为 L(0.1m ~ 1m)的一带活塞的容器中注入气体，活塞

抽动一下之后，气体将被扰动．我们预期扰动传送几个来回以后，气体可以达

到新的平衡态．由于声速约为 300m/s，故该情况下弛豫时间的数量级为 

s10
sm300

m3.0 3−=∝∝
v
Lτ  

为了描述平衡态，我们引入态变量(state variables)．它们可以是 
• 机械的：压强 p； 
• 电磁的：电场 E，电极化强度 P，磁感应 B，磁化强度 M； 
• 几何的：体积 V，长度 L； 
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• 化学的：摩尔数 n，成分 xi； 
• ...... 

若态变量 F 满足 F ( n个系统) = nF ( 1个系统)，就是广延量(extensive)，如 V、n；
若满足 F ( n个系统) = F ( 1个系统)，则为强度量(intensive)，如 p． 
系统的态变量中只有部分是独立的，其余的为选定的态变量的函数．例如，
根据 

nRTpV =  

我们可以选(p, V)作为变量，而 T作为它们的函数；也
可选(T, V)作为变量，而 p作为函数.我们以 p、V 为轴
作坐标系，如图 10.1，则其中的一点可以用来表示一
个平衡态．从这个意义上，我们可以把态变量叫做热
力学坐标． 
系统的态可以改变．例如，一气体系统可以从初

态(pi, Vi)改变到终态(pf, Vf)．我们也关心状态变化的历史，即过程(图10.2)． 
在某过程中系统不可能总是处

在平衡态．但是当过程经历的时间
比弛豫时间长得多时，我们可以认

为系统处于一系列的平衡态．例如，

上面有关带活塞容器中气体的例子
就是这样的情形： 

ττ >>== − tt    ,s10   ,s1.0 3
活塞  

这种过程叫做准静态过程(quasistatic process)．准静态过程是进行得足够慢的过
程．在准静态过程中态变量存在，且外“力”可以用系统的态变量来表示．除

非特别说明今后凡是谈及过程都是指准静态过程． 
我们可以在 pV图上作出下列过程的曲线(图10.3)： 

• 等压(isobaric)过程； 
• 等容(isochoric)过程； 
• 等温(isothermal)过程； 
• 等熵(isentropic)或绝热(adiabatic)过程． 

非耗散的准静态过程是可逆的，而所有的自然过程
(自发过程)是不可逆的．这种论断当然是十分强的，它
充分体现了热力学理论的魅力． 

 
 

 
图 10.1  状态图 

 
图 10.2  状态变化和过程 

 
图 10.3  过程线 
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§ 10.2  热平衡和温度 

如图10.4所示，两个热力学系统 1、2起初处于它们各自的平衡态(x, y)和(x', 
y')，当用绝热板(insulating wall)相隔时，它们仍然可以处在各自的状态．绝热
材料的例子有：厚木板、石棉、毛毡、混凝土等等．当两个热力学系统通过导
热板(diathermal wall)接触时，一般不能分别保持各自的平衡态，它们的状态将
发生改变．当复合系统达到平衡态时，我们就说两个系统处于热平衡(thermal 
equilibrium)．薄金属片就是典型的导热板．通过导热板产生的接触称为热接触
(thermal contact)． 

热力学第零定律(the zeroth law of thermodynamics)说： 

• 两个系统中若每一个都与第三个处于热平衡，则它们也处于热平衡． 

此道理很简单，但并非显然如此．例如，两铁块都吸引磁铁，但它们彼此并不

相吸．第零定律这一多少有些古怪的叫法是由于当时(1909)热力学的第一、第
二定律都已建立，但从性质上说它更基本而得名． 
温度(temperature)是决定某系统是否可以与别的系统处于热平衡的一种物
理性质．它是一个宏观概念，量化以后就是一个宏观量．上面的定义对温度的
范围、方向甚至正负都未加限制．例如，摄氏(Celsius)最初选水的蒸汽点为 0°C，
而冰点为 100°C．又如，下列定义与现有温度定义有一样的变化方向：  t = – 1/T；
采用这种温标也未尝不可． 

§ 10.3  经验温标 

要对温度进行量化，首先必须确定温标．温标的选取不仅仅考虑实验上的
方便，而要依据在表述物理定律时其是否有效而定． 
要确定温标，需要利用物质的测温性质(thermometric property)和一个标准

点．下面列出了一些测温性质： 
 

绝热板 导热板

 
图 10.4  绝热板和导热板 

(x, y) 

(x', y') 

(x1, y1) 

(x'1, y'1) 
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机械的： 保持等容的气体的压强p，橡皮块的张力 J； 

几何的： 保持常压的气体的体积 V，液体的体积 V； 

电学的： 电阻 R，热电偶的电动势． 

确定温标的通常方法是假定温度 T 与对应于测温性质 X 的量之间存在某种关
系，如假定： 

( ) aXXT =                       (10.3.1) 

这就就确定了一线性关系．自 1954年起，水的三相点
(the triple point)的温度被取作标准，即为 273.16K．取
这样一个特殊值纯粹是历史所致．所谓三相点是指水、
汽和冰共存时的温度和压强；通常这一点的温度可从
三相点瓶胆(图10.5)取得．利用(10.3.1)式，我们有 

( )
trK16.273 X

XXT
=
        

(10.3.2) 

例如，对电阻温标和气体体积温标，分别有 

)(    K16.273)(

K16.273)(

tr

tr

压强不变
V
V

VT

R
R

RT

=

=

 

问题是，是否所有这些温标都保持一致． 
我们来集中讨论定体(容)气体温标．此时，T 的表达式为 

tr

K16.273
p
p

T =   (体积不变)        (10.3.3) 

利用图10.6的装置进行实验．气体在三相点的压强取决于气体的性质和量，而
ptr和 p 蒸汽的值可决定蒸汽点的温度 T 蒸汽．减少气体的量做重复实验，可以得到
一系列的(T 蒸汽, ptr)值．我们可以利用作图来外
推至 ptr → 0．对于不同的气体，可以重复同样
的步骤而把结果画在同一张图上(如图 10.7 所
示)．可以看出对于不同量的不同气体，只有当
ptr → 0时才有一个公共值 373.125K．可以期望
在这样的条件下不但蒸汽点如此，其它温度也
会一样．这对于真实气体自然是不可能的．我
们设想存在一种“理想气体”，其行为如同无限

 

图 10.5  三相点瓶胆 

 
图 10.6  定体温度计 
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稀薄的真实气体，不过它没有密度方面的限制．我们将在第十三章详细讨论理

想气体．可以定义理想气体温标(the ideal gas scale)为 









=

→
tr

0
 limK 16.273

tr p
p

pT                  (10.3.4)
 

其它常用的温标有摄氏温标(Celsius scale)和华氏温标(Fahrenheit scale)．在数值
上摄氏温标 

273.15C −= 理想气体TT  

在 1948年第九届计量大会以前，曾称之为百分温标(centigrade scale).在数值上
华氏温标 TF与摄氏温标的关系为 

CF 5
932 TT +°=  

除了经验温标以外，还有热力学温标或开尔文温标(Kelvin scale),它与任何
具体物质的性质无关．在气体温度计适用的温度范围内，热力学温标和理想气

体温标相同．热力学温度单位 K是国际单位制的基本单位． 
国际计量委员会采用的国际实用温标，它是用一些特殊点来标定的，如标

定钨的正常熔点(NMP)为 3695K等等． 
现代技术涉及的温度范围可以从 5×10–8 K 到 5×108 K． 

§ 10.4  物态方程 

物态方程(equation of state)是热力学坐标之间的泛函关系．它从实验中得
到，所以只能和实验一样精确，并且只在测量值范围内适用. 在准静态过程中，

 
                  p/1333.224Pa 

图 10.7  各种气体定体温度计测温图 
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存在物态方程．物态方程也可以从气体动理学理论或统计物理理论推得，当然

这需要对物质结构作一些假定． 
固体和液体的物态方程可以用某些物理量来表示．这些物理量的值可以在

一些手册上查到，下面介绍两个这类物理量即膨胀系数和等温压缩率.  线膨胀

系数定义为 

pT
L

L
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=
1

lα
 
                    (10.4.1) 

上式表明温度T 和压强p是两个独立变量，长度对温度的导数是在压强不变的条

件下进行的．对于各向同性的材料，体膨胀系数为 

lαα 311 3

3 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=
pp

V T
L

LT
V

V  

对各种材料，体膨胀系数变化范围是10–7/K ~10–5/K；在通常的温度变化范围内，

相对膨胀的量级为 
35 10~10 −−≈Δ≈

Δ T
V
V

Vα  

等温压缩率(isothermal compressibility)定义为 

T
T p

V
V ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−=
1κ                      (10.4.2) 

数值约为 10–10/Pa．在通常的压强变化范围内，相对压缩率为 

510−≈Δ≈
Δ p
V
V

Tκ  

由此我们得到印象，在通常的变化范围内相对体积膨胀或相对压缩率是较小

的．实际上，一般情况下αV 和κT 几乎为常量．微分关系 

pT
ppTT

p
p
V

V
T

T
V

VV
V

TV

TV

Tp

dd
d)(d)(

d1d1d

κα
κα

−≈
−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
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⎛
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∂
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为我们提供了一个物态方程： 

( )pTVV TV Δ−Δ+= κα10  

在热力学中最常用的物态方程可能是理想气体的物态方程： 
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nRTpV =  

其中气体常量 R = 8.31J·K–1·mol–1．这一方程可以从玻意耳-马略特定律

(Boyle-Mariotte law) 
)(TCpV =                       (10.4.3) 

以及气体定压温标 

)( pD
T
V =                       (10.4.4) 

推得．在图10.8中有两根等温线，温度分别为
T1和 T2．设想我们从(p1, V1, T1)出发经过 (p1, V', 
T2)，最后到达(p2, V2, T2)．根据气体定压温标，
在 p1处有 

T
V

T
V

1

1

2=
′

 

沿等温线，根据玻意耳定律有 

p V p V1 2 2  ′ =  

上两式相结合，有 

2

22

1

11   
T

Vp
T
Vp

=
                     

(10.4.5) 

根据阿伏伽德罗定律：在相同的温度和压强之下相等体积的气体包含相同的分

子数，也可以说：在相同的温度和压强之下气体的摩尔体积相等．取“标准温
度、压强”(T0 = 273.15K, p0 = 101 325Pa)下的摩尔体积，即 

molm10)39(996413.22 33
0m

−×=V  

代入(10.4.5)式就得到气体常量． 
玻意耳定律和阿伏伽德罗定律近似适用于稀薄的真实气体，气体越稀薄近

似程度越好，可以认为它们适用于理想气体．理想气体当然是一种抽象，从微
观的观点来看，它是一种无相互作用的系统或者说分子间的相互作用力程比分

子间平均距离小得多．由于理想气体没有相互作用，故它不能液化． 
对于真实气体，物态方程通常采用所谓位力(Virial)展式的形式： 

( ) ( )[ ]
( ) ( )












+






′+′+=
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1

V
n

TC
V
n

TBnRTpV

pTCpTBnRTpV

          (10.4.6) 

 
图 10.8 
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其中n为摩尔数，而B(T)、C(T) [以及B'(T)、C'(T)]分别叫做第二、第三位力系数．不
同的气体其位力系数不同，代表了真实气体对理想气体的偏离程度． 
一个非常简洁的方程可以用来描述真实气体的某些方面，这就是 1873年范
德瓦耳斯(J. D. van der Waals, 1837— 1923)提出的方程： 

( ) nRTnbV
V
n

ap =−

















+

2

               (10.4.7) 

后面我们将讨论它． 

习    题 

10.1. 在下列成对的温标中，什么温度有相同的读数?(a)华氏和摄氏；(b)华氏和开氏；(c)

摄氏和开氏． 

10.2. 考虑一个水银温度计．设其毛细管的横截面积为常量 A0，0.00°C时水银泡的体积

为 V0．若水银恰是在 0.00°C时灌入的，试证明在 t°C 时水银柱的长度可以表示为 

( )t
A
V

l αβ 3
0

0 −=
 

即其长度正比于温度；式中β 是水银的体膨胀系数，α 是玻璃的线膨胀系数． 

10.3. (a)证明固体的转动惯量 I 随温度 T 的改变可表示为∆I = 2αI∆T；(b)证明物理摆的周

期 t 随温度的变化为∆t = α t∆T/ 2． 

10.4. 如图，铝质圆柱用长 2L的柔软钢条对

称地悬挂于两面直立的墙之间，要求圆柱的轴线

C不因圆柱或钢条的热胀冷缩而有所改变，当 T = 

290K, L = 2.5m, θ = 50°时求圆柱的半径 R．如果

取近似，应讨论其合理性．(忽略钢条的重量；钢

的线膨胀系数为 1.1×10–5 K–1，而铝的线膨胀系数

为 2.3×10–5 K–1) 

10.5. 边长为 20cm的立方块飘浮在水银面上．若温度从 270K上升至 320K，计算铝块

浸入水银的深度的改变．(水银的膨胀系数为 1.8×10–4 K–1) 

10.6. 所谓 6-12势如(5.3.1)式所示： 


















−






=

612

4
rr

U
σσ

ε  

(a)求势能曲线的极值位置和极值大小．(b)求当总能量为极值的0.8时，分子的运动范围和平

均距离．(c)相对膨胀率是多少?(d)作势能曲线示意图，标明σ 以及(a)、(b)中的结果． 

10.7. Berthelot状态方程为 

 
题 10.4图 

R 

C 
L 

θ 
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nRTnbV
TV
anp =−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ )(2

2
 

求它的第二位力系数． 
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第十一章  热力学第一定律 

§ 11.1  功和内能 

功不是新的概念．对于热力学研究来说，我们需要的是作一些约定．如不
加特别说明，这里讨论的是环境对系统所做的功． 
考虑一带活塞的柱形容器中注有气体的情形(图11.1)．当活塞移动一个距离

dx 时，外力所做的功是 

VpVpxApW dddd extSextext −===  

式中 pext是外压强，VS是介质体积，V 是系统体积．在准静态过程中， 

VpW dd −=                       (11.1.1) 

不管是否准静态过程，(11.1.1)式对不变的外压强总是适用的． 

对于张力为σ 的表面系统(图11.2)，无限小功可以表示为 

AxxFW d d 2dd σσ === l                (11.1.2) 

形式上，功可以写成广义力 Yi  和广义位移 dXi 的乘积，通常都用系统变量来表

示： 
L++= 2211 d d d XYXYW                (11.1.3) 

Y p J
X V L A Q n

: , , ,
: , ,
      ,       ,     ,    
     ,    ,    ,      ,   

− σ ε µE    H
P    M  

它们分别是，压强和体积，张力和长度，表面张力和面积，电场强度和电极化

强度，磁场强度和磁化强度，电动势和电荷；最后，化学势和摩尔数也可认为
是这种成对的量．当考虑电致伸缩(electrostriction)和压电效应(piezo effect)时，
我们应该取机械量和电学量两对相应的量．当考虑磁致伸缩(magnetostriction)
和压磁效应 (piezo-magnetic effect)时，则应选择机械量和磁学量．在大多数情

                     
图 11.1  压缩功 图 11.2  对表面系统做功 

l F 

dx 

pext 
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形下，只需要一对量就可以了．我们常常论及气体，当然它并不是唯一感兴趣

的系统，可以想象它是一种代表．对气体系统所得的结果作形式代换，就可以

得到适用于其他系统的相应结果，当然推导过程中不能牵涉物态方程． 
功依赖于路径，表达式 

∫−=
f

i

d
V

V

VpW                       (11.1.4) 

并不是唯一的．这里所谓依赖于路径并不是在力学意义上的，而是指依赖状态

图上的路径即过程的意思．例如，在图11.3中，沿不同过程的功是不同的： 

( )
( )

i

f
2 

ifi3 

iff1 

ln~
V
VW

VVpW
VVpW

−

−−=
−−=

 

在力学中保守力所做的功只依赖于路径的两端点，这

里有无类似的情形呢？此处，什么是路径？什么是端

点？对应于坐标的是热力学坐标即状态变量；路径则

是热力学过程如  pV 图中的曲线；而两端点对应于两个态即初态和终态． 
一个绝热包裹的系统仍然可以和

环境耦合，环境可以对它做功——绝

热功．英国物理学家焦耳(James Joule)
的著名实验就是例子(图 11.4)：电功

I2Rt 和叶轮所做的机械功就是绝热

功．从这些实验(和其他的实验)，可

以得到定量的关系． 
如果系统从初态变到终态仅仅是

由绝热手段引起的，那么所做的功都

是一样的，不管这些手段是机械的、

电的或磁的，甚至不管过程是否是准

静态的．因此必然存在某种量，在数值上等于绝热功并连接着初态和终态，或

者说三者之间存在着某种关系． 
我们用环境对系统所做的绝热功 WS来定义两个状态 A、B 之间的内能函数

U 之差： 
BAAB WUUU =−=Δ                   (11.1.5) 

WBA代表从状态A到B所做的功，这里“内”字的含义在于不考虑系统整体的机

械运动．注意我们定义的是内能函数的差(试与引力势能函数的情形相比较)．

 
图 11.3 沿不回路的功 

 
图 11.4  焦耳实验 

p

V 

i

f 
1 2 3 

V
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这样，内能函数本身可以包括一个可加常量．若系统不能通过绝热过程从 A 到
达 B ，我们可以定义： 

ABWUU AB −=−                      (11.1.6) 

为了强调定义的是内能差，一般不用下列形式： 

   ASB UWU =+                     (11.1.7) 

§ 11.2  热和热力学第一定律 

热质的思想早年被亚里士多德、伽利略所采用(伽利略年代，热质称为
phlogiston)．法国化学家拉瓦锡(Antoine Lavoisier)对此作了改善，使之成为理论．
按照热质说(caloric theory)，热是一种流体──热质(caloric fluid)；热质应该没
有质量、无色并且在宇宙间总量守恒；它总是从较热的物体流向较冷的物体，

不能脱离物体而存在．大约在 1712年，钮可曼(Thomas Newcomen)制作了第一
台可工作的蒸汽机．1769年，瓦特(James Watt)为其第一台有效蒸汽机申请了专
利．热质理论就被用来解释蒸汽机的工作机制．在热质说中，蒸汽机被认为是
与水轮机相当的，温差相当于水的落差．热容量、潜热等术语都是来自热质说． 
然而，在解释所谓“问题现象”时，热质说遇到了困难．第一个问题现象

就是摩擦．搓手变热并没有热源，热质说者解释说那是潜热释放出来了．在自
由膨胀过程中如果热质浓度减小到一半，那么温度也将降低到一半．可是，事

实上自由膨胀过程中温度是始终保持不变的(1807, 由法国物理学家盖吕萨克实
验证明)．汤普孙(Benjamin Thompson, 1753— 1814) (后来为巴伐利亚的伦福伯爵
Count Rumford of Bavaria)于 1798年完成了一个有名的实验：当时他在慕尼黑
巴伐利亚的皇家兵工厂，测量了在钻炮筒时的热量，确信所产生的大量的热不
可能是来自潜热，不可能是由切碎材料而像“出血”那样流出来的．他证明了

不产生任何切屑也能生热，只要用非常钝的钻头就可以做到不切削任何物质而
源源不断得到热．他还发现切屑的比热容和原来的金属一样．他的结论是：热

与运动相关、与功相关．*按照热质说，钻削过程应该怎样解释？ 
在 18世纪 40年代，受汤普孙及其它人的工作鼓舞，焦耳开始了他有名的
实验．他把热和功放在等价的位置上，测出了热的功当量为 

J8185.4cal 1 15 =                     (11.2.1) 

1cal15热量可把 14.5°C的 1g水加热到 15.5°C． 
以上是关于热的概念的建立过程．现在我们回到(11.1.6)式．一般∆U≠W ( 除
非  W = WS)．它们的差 

 if WUUQ −−=                     (11.2.2) 
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叫做环境释放到系统的热量．这里没有提及温度差，换言之温度差不是热流的

必要条件．热与功一样是系统和环境交换能量的一种形式. (11.2.2)式可写为 

QWU +=Δ                       (11.2.3) 
对无限小过程，有 

                    (11.2.4) 

(11.2.3)式和(11.2.4)式是热力学第一定律的数学表述．内能是状态函数，与路径

无关，其微分是全微分；而热与功与路径有关，在(11.2.4)式中采用了特殊的微

分符号以示区别．热力学第一定律的另一种说法是 

• 第一类永动机是不可能的． 

所谓第一类永动机(perpetual motion machine)指的是不需要提供能源(Q = 0)而能

够周而复始(ΔU = 0)运转的机器．热力学第一定律就是能量守恒定律．除了汤

普孙以外，以下人物也作出了自己的贡献： 
德国内科医生梅逸(Julius Robert Mayer, 1812—1878)  1842 年在他的一本

私人小册子 Organic Motion in Its Connection with Nutrition 中列举了 25 种能量形

式．他认为太阳是终极能源． 
焦耳(James Prescott Joule, 1818—1889)  1847 年，他受到开尔文爵士(时年

22岁)的支持．焦耳代表作为 Phil. Trans. Roy. Soc. (1850) 140. [开尔文爵士(Lord 
Kelvin, 1824—1907)即苏格兰的汤姆孙(William Thomson)]． 

德国内科医生亥姆霍兹 (Hermann von Helmholtz)  著作有 On the 
conservation of Force (1847)，时年 26 岁． 

法国工程师卡诺(Sadi Carnot, 1796—1832)  著作有 Reflections on the Motive 
Power of Fire (1824)． 

§ 11.3  热容和比热容 

热容的定义是 

T
QC

T Δ
Δ

=
→Δ 0

lim                      (11.3.1)
 

其中ΔQ 是系统在某一过程中吸收的热量．热容 C 是广延量；比热容(简称比

热)C/m、摩尔热容 Cm ≡ C/n 则是强度量． 

热容依赖于过程： 
• C > 0   (吸热且升温ΔT > 0)； 
• C < 0   (放热且升温ΔT > 0，如黑洞等引力体系)； 
• C = 0   (绝热ΔQ = 0)； 
• C = ∞  (等温，如热源) 
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对于不同的过程，我们可以加一自明的下标加以说明．例如，定体热容 CV、
定压热容 Cp． 

*平衡态的稳定性条件要求 
0>VC                          (11.3.2) 

而一般情况下 

C C C C
VT

p V p V≥ − =








      

α
κ

2
       (11.3.3) 

一般来说热容是温度的函数．例如,水的比热容 4.1860kJ/(kg·K)只是对某一
温度范围而言的，见图11.5． 
在热力学中，热容可以通过实验测得．利用热力学第一定律，定体热容和

定压热容可表示为 
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图 11.5  水的比热 
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              (11.3.4) 

式中 H 称为焓(enthalpy)．作形式变换后，它们可以分别是定磁极化热容、定磁
场强度热容或者其它热容，参见(11.1.3)式． 
热容比定义为 

V

p

C

C
=γ                         (11.3.5) 

对气体的实验表明 Cp 、CV、γ 都是温度的函数．对 He、Ne、Ar等单原子
分子气体和大多数金属蒸气，如 Na、Cd、Hg的蒸气， 

• CVm 在很大的温度范围内是常数且非常接近于 3R/2； 
• Cpm在很大的温度范围内是常数且非常接近于 5R/2． 

对双原子分子气体，诸如空气，H2、D2、O2、N2、NO和CO，有 

• CVm 在普通温度下是常数，约等于 5R/2, 且随温度升高而增加； 
• Cpm 在普通温度下是常数，约等于 7R/2, 且随温度升高而增加； 
• γ  在普通温度下是常数，约等于 7/5, 且随温度升高而减小． 

多原子分子气体，如 CO2、NH3、CH4、Cl2和 Br2, 其化学性质十分活跃，它们
的 Cp 、CV、γ 随温度而变，且变化随气体不同而不同． 
根据以上的实验结果，理想气体的热容(仅考虑平动和转动自由度)定义在
表11.1中．真实气体的热容常常用相应的理想气体的值来近似表示． 

表 11.1  理想气体的摩尔热容 

 CVm  /R 

单原子分子 3/2 

双原子分子 5/2 

多原子分子 6/2 

 
固体的摩尔热容如图11.6所示，其中温度以各固体的特征值Θ 为单位．用
了约化单位以后，曲线是普适的．在低温下，固体的热容有以下形式： 

TTCV   3 γα +=                                        (11.3.6) 

对绝缘体γ = 0，而铜这样的导体γ ≠ 0．由此可以得出结论:该式中的线性项是传
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导电子的贡献. 
比热容 c 的变化常常是相变(phase transi- 

tion)的标志，图11.7、图11.8 给出了一些例子．

所以除了热学目的而利用比热容以外，比热容

研究还是洞察物质内部的重要手段，特别是发

生相变的时候． 

§ 11.4  气体的自由膨胀和内能 

如图11.9 所示，容器壁是绝热的，气体和环境没有热交换．当气体从左边

冲入右边真空时不做功．按照热力学第一定律，内能函数将不改变．超新星爆

炸(如 1987 年 2 月 24 日观察到的 Large Magellanic Cloud galaxy 中的 SN1987A
离我们 170 000 l.y.)在某些阶段就是这类自由膨胀． 

考虑 U = U(T, V)，则有 

V
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=  

考虑 T = T(U, V)，则有  
图 11.9  自由膨胀 

 
图 11.6  固体的摩尔热容 

        
图 11.7  超导电子比热容和 4He 低温比热容 

 
图 11.8  液晶的比热容 
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比较两边，可以得到 

V

V

U
TT

U









∂
∂

=







∂
∂ 1

 

U
V

UVT V
T

C
V
T

T
U

V
U









∂
∂

−=







∂
∂









∂
∂

−=







∂
∂

   

1843年，焦耳发现 

0=
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
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T
                      (11.4.1) 

这一偏导数叫做焦耳系数．由此，他推断说：对于气体，有 

)(TUU =                        (11.4.2) 

称为焦耳定律．焦耳把两个容器浸在水浴中，
用带阀门的短管连接起来(如图11.10)．一个容
器装有高压空气，一个抽空．膨胀前后测量水
温．事实上，焦耳的实验是不精确的，原因是

固体和液体的热容比空气要大上千倍；焦耳无

法检测到任何水温变化．后来，1852年他和汤
姆孙做了节流(throttling)过程实验，才较好地测
得了气体温度的变化． 
焦耳的结果只适用于理想气体；事实上，可以从定义理想气体状态方程推

断出 U = U(T )．于是，内能函数为 

0 

d d
d
d)(d

UTCU

TCT
T
UTU

V

V

+=

==
 

焓 H也是 T 的函数： 
)()()( THnRTTUpVTUH =+=+=  

对于一无限小准静态过程， 

( ) pVTnRC

VpTC

V

V

dd

dd

−+=

+=
 

式中用了理想气体物态方程．在等压条件下，该方程变为 

 
图 11.10  焦耳自由膨胀实验 
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nRCC Vp +=  
结合γ 的定义，热容可以表示为 

1

1

−
=

−
=

γ
γ
γ

nRC

nRC

p

V

 

§ 11.5  绝热方程 

按照热力学第一定律，  意味着 

0dd =+ VpTCV
 

将理想气体方程求微分，有 

TC
TnRVppV

V d)1(
ddd
−=

=+
γ  

利用以上两式联立，消去含dT 的项，有 

0
dd

=+
V
V

p
p

γ  

所以理想气体的绝热方程是 
CpV =γ

       (C为常量)           (11.5.1) 

利用理想气体方程，又可以写作 
CTV =−1γ                        (11.5.2) 

有了绝热方程(11.5.1)式，就可以计算出绝热功： 
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式中 γγ

2211 VpVpC == ．所以 
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绝热压缩将导致产生高温．在日常生活中，自行车打气筒就是例子．相反，绝

热膨胀是获得低温的有效手段． 
声传播过程是绝热的还是等温的？1719 年，牛顿认为是等温的，因此声速

表示式中的体积模量就用了等温体积模量 BT． 

p
V
pVB

T
T =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂ 

−=  

于是，有 

ρρ
pBT ==v  

这是在汤普孙提出热的正确概念(1798 年)前数十年的事． 
1816 年，拉普拉斯(Laplace)提出声传播应该是绝热的，所以 

ρ
γγ pp

V
pVB

S
S ==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂ 

−= v     ;  

实测值支持后者． 

§ 11.6  卡诺循环 

在热力学中，有很多模型循环过程，最重要的可能是图11.11 中所示的卡诺

循环，它对于热力学的研究非常重要．卡诺循环由两条等温线(isotherms)和两

条绝热线(adiabatics)组成．卡诺热机以理想气体为工作物质，并按这一循环运

行．在所有关于热机的讨论中，功将指系统所做的功，这当然是一个自然的选

择． 

∫= VpW d  

图 11.11 展示了组成卡诺循环的过程线．沿等温线 T1，系统膨胀，对外做功．

由于理想气体的内能只是温度的函数，热机必须从热库吸热．定义ΔQ12 = Q1．

从 3 到 4 是一个压缩过程，系统向环境放热．按

照约定， Δ Q34 <0；我们定义其净量为–Δ Q34 ≡ Q2．

对于一个完整的循环， 
ΔU = 0  

根据热力学第一定律，有 

03412 =Δ−Δ+Δ WQQ  

热机的效率定义为 
 

图 11.11  卡诺循环 

p
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T1 
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沿等温线 T1， 
0=∆U  

所以 
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于是 
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当然还可以作进一步简化．沿绝热线即 2 至 3 和 4 至 1，有 

1
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最后可得到 

 1
1

2

T
T

−=η
                        

(11.6.2) 

由此可见，效率只依赖于两个热库的温度．它适合于所有的可逆卡诺热机． 
*是否可令 Q2 = 0 (所有 Q1 转化为功)？Q2 = 0将导致 T2 = 0．沿 0 K 等温线工作是否可

能？(T → 0,C → 0．) 

习    题 

11.1. 一铁球从 10 m高处落至水泥地面上，第一次回跳高度为 0.50 m．假设碰撞过程中

机械能的损失只导致铁球能量的变化．(a)有没有热加到铁球上?(b)有没有对铁球做功?(c)铁

球的内能有没有变化?如果有，数值是多大?(d)铁的比热容是 0.50kJ /(kg·K)，铁球温度升高多

少? 

11.2. 一种物质具有如下状态方程： 
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VATp 3=  

其中 p、V 及T 分别为压强、体积和温度，A为一个常量．该物质的内能为 

( ) ( )TfVVBTU n += 0ln  

其中 B、n及 V0 均为常量，f(T)只依赖于温度．试确定 B及 n． 

11.3. 考虑大气的一个简单模型，不计风、对流及重力随高度变化等的因素．(a)设大气

是等温的，求分子密度随高度的分布；(b)假设大气是绝热的，证明此时温度随高度的增加

而线性减小，并求减小的速率． 

11.4. 一定质量的气体在 101325Pa和 300 K时占据 4.0 ×10–3 m3的体积，现将其绝热压

缩至 1.0 ×10–3 m3，确定(a)压缩后的压强、(b)气体最后的温度．设该气体为理想气体，且比

热比为γ = 15． 

11.5. 一容器体积为 V0 (如图)，装有理想气体．玻璃管的横截面积

为 A，有一个质量为 m的小球正好封住管子并可以在管内无摩擦滑动．

大气压为 p0，管内压力略高于大气压．如果小球略偏离平衡位置，它

将作简谐振动．设气体经历的过程是绝热的，γ 是比热比，求小球振动

频率． 

11.6. 小振幅纵波在理想气体中的速度为 

ρd
dp

c =
 

式中 p为作为介质的气体的压强，ρ 为相应气体的密度，试推导：(a)等温压缩或等温膨胀时

气体中的声速；(b)绝热压缩或绝热膨胀时气体中的声速． 

11.7. 在宇宙大爆炸理论中，起初局限于小区域的辐射能量以球对称方式绝热膨胀，在

膨胀的过程中辐射逐渐冷却．仅仅从热力学的角度考虑，试推导出温度 T和辐射半径 R 的关

系． 

11.8. 一可逆热机以 1.00 mol单原子理想气体作工

作物质并经历图示的循环过程．其中状态 2 至状态 3

为绝热过程． 

(a)分别对三个不同过程及整个循环计算热量的变

化、内能的改变及气体所作的功； 

(b)若在状态 1的初始压强为 101325Pa, 计算气体
在 状态 2 和状态 3 时的体积及压强． 

11.9. 理想的气涡轮机作 Joule循环(如图)，所有过

程都是准静的．其中 A 到 B 和 C 到 D为绝热过程．设

热机中的工作物质为理想气体，其定压与定体比热之比为γ．求热机的效率，用压强比来表

示． 

 
题 11.5图 

 
题 11.8图 

T1=300K T3=455K 

T2=600K 
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V 

γ 

1 

2 

3 

m 

V0 
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11.10. 一可逆热机以 1mol 双原子理想气体作工作物质按图作 Otto循环过程．试以图中

所标出的体积表示热机的效率． 

11.11. 若卡诺热机逆向运转，我们将得到一理想的制冷机．热量 Q2由温度为 T2的低温

热源获得，然后向温度为 T1的高温热源传送热量 Q1，同时外界需对热机做功 W以使之运行， 

(a)证明 

W Q
T T

T
=

−
2

1 2

2
 

(b)制冷机的操作系数 K 一般定义为从低温热源吸收的热量与外界对之所做的功之比，

即 K = Q2/W，证明在理想状态下 K可表示为 

21

2

TT
T

K
−

=  

实际情况中 K一般为 5或 6． 

11.12. 一个空调装置可以用来降低室内温度，它实质上是一个制冷器，通过外界做功把

热量从室内(温度较低)抽取出来释放到室外(温度较高)．设室内的温度为 T2，室外的温度为

T1 > T2，空调设备按可逆卡诺循环运行，其消耗功率为 P． 

(a)每秒钟空调设备从室内抽取 Q2的热量并向室外放出 Q1的热量．试用 T1和 T2来表示

空调设备的工作效率 Q2/P． 

(b)如果空调设备只工作 30%的时间就可以在室外温度为 30°C 时使室内温度保持在

20°C．试问用此设备使室内温度保持在 20°C时，室外温度最高可达多少? 

11.13. 具有系数γ 的气体最初在汽缸中的体积为 V0，压强为 p0，然后缓慢地、绝热地压

缩到 V0/2．在该体积下，让气体达到平衡温度后，又让它缓慢并且等温地膨胀到原始体积

V0．试求活塞对气体所作的净功，用 p0、V0来表示． 

11.14. 一个为压缩氦气而设计的压缩机用来压缩空气时出现了过热现象，假定压缩机是

近似绝热的，并且此两气体的初始压强相同，试解释这种现象． 

11.15. 地球上的人要在月球上居住，首要问题就是保持他们的起居室处于一个舒适的温

                    
题 11.9图                                                                 题 11.10图 
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度．现考虑用卡诺热机来作温度调节．设月球的昼间温度为 100°C，而夜间温度为 − °100 C，

起居室温度要保持在 20°C．通过起居室墙壁导热的速率为每度温差 0.5kW，试求昼间与夜

间所需供给卡诺热机的功率． 

参 考 文 献 

Landsberg P T. Thermodynamics and Statistical Mechanics. Oxford University Press, 
1978 



第十二章  热力学第二定律 

§ 12.1  热力学第二定律 

热力学第二定律有两种说法: 

(1)开尔文-普朗克说法(1851, Kelvin-Planck statement)： 
• 不可能从单一热源吸热，使它完全变为有用功而不产生其它影响. 
(2)克劳修斯说法(1850, Clausius statement)： 
• 不可能把热量从低温物体转移到高温物体而不产生其它影响． 

我们从形式逻辑的方法来证明两种说法是等价的．如果克氏说法不正确(图
中以 C×表示)，则可以设想图 12.1(a)的配置，其净效果如图 12.1(b)所示．这就
破坏了热力学第二定律的开尔文说法．所以克氏说法不正确就导致了开氏说法
不正确．如果开氏说法不正确(图中以 K×表示)，则可以设想图12.2(a)的配置，
其净效果是图12.2(b)．这就违背了热力学第二定律的克氏的说法．所以开氏说
法不正确导致了克氏说法不正确．由此我们可以得到结论：这两种说法是等价
的． 

热力学第二定律还有另一种表述： 

• 第二类永动机是不可能的． 

所谓“第二类”指的是不破坏第一定律，但破坏第二定律． 
*每条等温线都有确定的温度，因此等温线不能相交．绝热线也不能相交，试考虑其原

因． 

 

 

        
(a)                          (b)                            (a)                           (b) 
图 12.1                                                  图 12.2 

T1 T1 

T2 T2 

Q2 

Q2 

Q1 
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Q1 Q2 
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Q1- Q2 

T2 

T1 T1 

C× 
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§ 12.2  卡诺定理  热力学温标 

卡诺定理说：任意热机的效率不可能大于可逆热机， 

) ,( ) ,( 21R21A TTTT ηη ≤                    (12.2.1) 

其中下标 A 代表“任意”，R代表可逆．可以用反证法来证明这一定理．假设定
理不真，则ηA >ηR；用图12.3的记号，不等式为 

WW
Q
W

Q
W

>′=>
′

=              
1

R
1

A 即ηη
 

另一方面，对同样的Q1，有 

222121               QQQQQQ <′−>′− 即  

净效果如右图所示．它破坏了第二定律，所以假设不真，即 

 RA ηη ≤  

事实上，这个结论很强，它适用于所有热机，不管其工作物质是什么、循环过

程怎样． 
卡诺定理的一个引理是 

) ,( ) ,( 21R21R TTTT ηη =′
                (12.2.2) 

从上面可见，证明卡诺定理的关键步骤是用了第二定律．换言之，只有确

立了第二定律，卡诺定理才能得到证明． 
以上的研究当然不是为了工程的目的，主要是它导致了两个非常重要的结
果： 

(1) 从引理可知，两个温度可以确定所有工作于其间的可逆热机的效率，反
之可逆热机的效率可以确定温差．选取固定点以后，应该可以定义温标． 

(2) 从不等式ηIR < ηR可知，“不可逆”和“可逆”是绝然不同的，应该有可

能定量地区分它们． 

 
图 12.3  卡诺定理的证明 
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从卡诺定理的引理以及效率的定义，可得 

) ,(     , ) ,( 21
1

2
21RR ττττηη f

Q
Q

==                  (1) 

其中温度τ不必是标定过的．注意，这里我们没有提到工作物质是什么．对图12.4
中三个循环过程分别写出上式的结果，有 

) , ( mh
12

43 ττf
Q
Q

=
∆
∆

           (2) 

) , ( cm
43

65 ττf
Q
Q

=
∆
∆

            (3) 

) , ( ch
12

65 ττf
Q
Q

=
∆
∆

            (4) 

(2)式和(3)式左边项的乘积正好是(4)式左边的项，因此
右边的项存在相应的关系： 

( ) ( ) ( ) ,  ,  , chcmmh ττττττ fff =                   (5) 

其解是两个不同温度的函数的商，且两个函数形式一样: 

( ) ( )
( ) 

 
 , 

h

c
ch τ

τ
ττ

g
g

f =                        (6) 

不管g是什么函数如指数、倒数等等，有这种结构的 f  都是解．开尔文作了最简
单的选择：g (τ) = τ．于是我们有 

2

1
21

1

2

1

2       ,
Q
Q

Q
Q

ττ
τ
τ

==                  (12.2.3) 

在选取水的三相点为固定点以后， 

tr

K273.16
Q
Q

=τ                    (12.2.4) 

这一温标以Q为测温量，称为热力学温标(thermodynamic temperature scale)，与
系统本身的性质无关．该温标与理想气体温标成正比： 

trtrtr T
T

Q
Q

≡=
τ
τ

                    (12.2.5) 

当采用同样的固定点时，两个温标相等．现在热机的效率为 

 

图 12.4 
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1

21
T
T

−≤η                                                (12.2.6) 

§ 12.3  熵和熵原理 

在讨论热机的时候，我们采用了系统吸多少热或放多少热的说法．这一节

作理论研究时，统一用系统吸热来表示，放热可以说成是吸的热量为负．按照

这一约定，卡诺定理的表达式是 

1

2
R

1

2
A 11

T
T

Q
Q

−=≤+= ηη                 (12.3.1) 

这里，系统从T1热源吸取了热量Q1，从热源T2吸取了热量Q2 (< 0)．上式可以改

写为 

0
2

1 

≤∑
=i i

i

T
Q

                      (12.3.2) 

应该注意的是Ti，对于不可逆过程它们是热源的温度，对于可逆过程它们是热

源的温度也是系统的温度．推广到一般情形，可将如图12.5 所示的一般过程划

分成很多小过程，同样有 

0
1

≤∑
=

n

i i

i

T
Q

          (12.3.3) 

或 

           (12.3.4) 

这就叫克劳修斯不等式(Clausius inequality)． 
对于可逆过程， 

                      (12.3.5) 

这意味着 是全微分(试与引力情形作比较)，可写作 

                     (12.3.6) 

式中 T 是系统的温度，而 S 称作熵(entropy)．熵是状态(状态图上的点)的函数，

它随状态(而不是过程)而变化．对于状态 A、B，有 

 
图 12.5  一般过程 
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                  (12.3.7) 

在这种情形，熵可以包括一个可加常数．此处下标(R)代表可逆过程． 
对于包含不可逆过程的循环，我们有 

                      (12.3.8) 

假定闭合过程如图12.6 所示，积分可以写成 

 

对于可逆部分，过程可以翻转： 

 

利用(12.3.7)式，我们有 

                  (12.3.9) 

对无限小过程， 

                     (12.3.10) 

其中 dS 是两个很邻近的态的熵差． 
熵原理(entropy principle)的数学表达式是 

                       (12.3.11) 

对于绝热过程, , 可以用可逆绝热过程连接的两个态, 其 dS = 0，它们是等
熵的(isentropy)；对不可逆情形，dS > 0，熵增加. 
对于孤立系统，任何过程都有 ，在任何可逆过程中熵不变，而任何
不可逆过程中熵增加．我们知道一个孤立系统最终将趋向平衡，最后的平衡态
一定是熵最大的状态． 
我们把常见的熵变或熵差归结为下面几种情形： 
(1) 已知熵的表达式，两个平衡态的熵差为∆S = Sf – Si．熵是态函数，追问
连接两态的过程是不必要的．例如，为求理想气体的熵可从下式出发: 

 
图 12.6  闭合过程 

A 

B 

IR 
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积分得到 

i

f

i

f
if lnln 

V
V

nR
T
T

CSS V +=−  

或 
0lnln SVnRTCS V ++=                 (12.3.12) 

利用上式求熵差直截了当．对于自由膨胀，温度保持常数，熵差为 

0ln
i

f
if >








=−

V
VnRSS  

(2) 热库的熵变最容易求，因为热库有确定的温度． 

 

(3) 对于可以用准静过程连接的两个态，熵变可直接由积分求得: 

 

其中 在等压过程中是 CpdT，在等容过程中是 CV dT． 
(4) 对于由不可逆过程连接的两个态，可以找一个可逆过程连接这两个
态．熵是状态函数，沿可逆过程的积分将导致同样的熵差．例如在自由膨胀中，

系统的态从(T, Vi)变到(T, Vf)．我们知道自由膨胀是不可逆过程；但是我们可以
找一个可逆过程，比如等温过程连接这两个态，于是有 

==∆ ∫ SS d
i

flnd
1

V
V

nRVp
T

== ∫  

这似乎令人困惑：怎么在可逆过程中熵会增加？实际上等温过程必然牵涉到热

库，而熵原理适用于绝热过程或孤立系统，如果我们将系统和热库看作一个大
的孤立系统，其中进行的可逆过程将不改变总熵．当然我们只关注系统状态间

的熵差，但是不应忘记环境作为热库也有熵变． 
混合是一个不可逆过程．不同温度流体的混合过程可用以上同样的步骤来
考虑．通常在这类问题中应先求混合后的温度，即 
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其次，找一可逆过程连接问题中的初态和终态． 
对于不同惰性气体间的扩散，我们可以简单地处理为两个自由膨胀，可以
想见会有有限的熵增加．应该强调的是“不同”二字，这当然不是必要的，因

为扩散完全可在相同气体间发生，问题在于当处在相同的压强和温度的相同气

体混合时将不引起熵增加．可是，按照情形(4)则仍有熵增加，这就是著名的吉
布斯佯谬(Gibbs paradox)．对此一般热力学书中都有讨论． 

(5) 从非平衡初态到平衡终态，如果对于初态可以定义局部的熵，熵变仍然
可以计算． 
考虑一绝热包裹的棒，如图12.7所示．当它的两端分别与热源 T0和 TL相接

触时，产生均匀的温度梯度；当热源移去时，棍棒处于非平衡态．可以预期最
终将弛豫到平衡态．考察在 x处的某一微元．在热源移去的瞬间，它的温度是 

( ) x
L

TTTxT L−−= 0
0  

末温度可以由下列条件决定： 
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0dd

ddd
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其实，可以断定为 

2
0

f
LTTT +=  

我们用可逆过程来代替弛豫过程．想象用两个系列的热源不断地与棒两端接触

直到 T = Tf，总的熵增加可算得为 
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图 12.7 
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按照熵原理，花括号中的量是大于等于零的．但从数学上看，并不是一目了然

的． 
熵和不可逆性(irreversibility) 
在自由膨胀、燃烧、破碎和混合等明显的不可逆过程中，∆S > 0. 
熵的微观解释 
按照玻耳兹曼(Boltzmann)关系，一个宏观态的熵为 

WkS ln B=                      (12.3.13) 

式中 W 是相应于该宏观态的微观状态数，也叫做热力学概率． 
自由膨胀前后两个宏观态对应的微观状态数目相差很大：膨胀前 W  = 1，
膨胀后 W = 2N．如果每一个微观态出现的机会是一样的，那么对于大数粒子系
统而言，终态出现的机会是压倒性的．这个例子可以使我们从统计的观点来理

解不可逆性．*如果 N = NA，终态出现的概率和熵是多大？ 

棋盘游戏可以使我们清楚的区分宏观态和微观态．参见《熵》一书[1]和习
题 12.9． 
熵和无序(disorder) 
无序可以是位置无序、指向无序、能态占据无序等等．粗略地讲，熵和无

序成正比；严格说，无序度 D还应该和可区别的态数 n有关[7]． 

( )
( )

( )
( ) nn

n
nS
nS

nD
nD

ln
&&&

−=  

时间之箭[2][4]和开放系统 
在决定论的经典物理中，存在时间反演对称，即在基本的层次上我们无法
区分 t或–t的运动．然而时间的单向性一直是人们思索的问题. 大数粒子组成的
孤立系统的演变使我们有可能对时间的先后作出判断．例如，一滴墨水在水中

的扩散程度就是与熵的大小、时间的先后有关．需注意的是熵增加的结论是统
计性的．另外，对于开放系统，随着有序程度增加，熵完全可以减小．例如，

生物系统就是这样的一个典型的开放系统. 
熵和有用功 

自由能(数值上能用来做功的那部分能量)F = U – TS．似乎系统有序程度越
高(熵越小)，做功本领就越大． 
宇宙的热寂(heat death) 
“宇宙最后达到平衡，熵最大，一切死寂”这种看法是杞人忧天．对于无
限宇宙模型，我们可以说热力学不适用．对于有限宇宙模型，朗道(Landau)认
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为引力场不能包括在这一孤立系统中．不断变化的引力场相当于非静态的几何

条件．孤立系当然要求外部条件不变．用热容的语言说，引力系统有着负的热

容，不满足热力学平衡的稳定性条件，因此宇宙作为引力系统不可能达到平衡
态． 

*熵原理的起源 

在量子力学中，如果力学量的算符 A、B的对易式满足： 

[ ]  ~  , hBA  

则这两个物理量的测量过程不能同时进行或交换次序，即存在不可逆性．所以熵原理可能与

普朗克常量h有一定的关系；也可能是基本粒子间的某些弱相互作用起了一定的作用．因为

那里时间反演对称被破坏了． 

熵与信息论也有密切关系[5]． 

§ 12.4  热力学势 

从上一小节中我们知道： 
 

与热力学第一定律相结合，可得 

nVpSTU dddd µ+−=                 (12.4.1) 

上式右边最后一项是化学势µ 和摩尔数增量dn的乘积．事实上这一项提供我们
以化学势的意义，即系统增加单位物质时内能的增量．对于闭系，我们可简单

地置dn = 0．注意， 
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       (12.4.2) 

而U是一个广延量， 
( ) ( )nVSUnVSU ,,,, λλλλ =                 (12.4.3) 

对 λ 求导再置λ  = 1，可得 
npVTSU  µ+−=                    (12.4.4) 

需要注意的是，U是一个广延量是有条件的；当存在长程相互作用时显然就不再
是了．系统扩大为原来的两倍时，总内能应该是两部分独立存在时的内能加其
中的相互作用． 
利用所谓的勒让德变换(Legendre transformation)，可以得到另一个微分表
达式： 
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npVpVVpSTU d ddddd µ++−−=  
npVSTpVU d dd)(d µ++=+               (12.4.5) 

式中U + pV = H 称作焓．类似地，可以得到 

( ) FnVpTSTSU dd ddd ≡+−−=− µ            (12.4.6) 

F 称为亥姆霍兹自由能(Helmholtz free energy)． 
另一勒让德变换引入： 

npVTSG d ddd µ++−=                  (12.4.7) 

其中G称为吉布斯(Gibbs)自由能．可以用对U一样的运算求得： 

( ) ( )
nG

npTGnpTG
 

,,,,
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=
                 (12.4.8)

 

所以，化学势不过是摩尔吉布斯自由能Gm．对(12.4.8)式求导并将其与(12.4.7)
式比较，我们可得吉布斯-杜罕(Gibbs-Duheim)方程: 

pVTS ddd mm +−=µ                   (12.4.9) 
吉布斯自由能的全微分是 
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二阶导数应该相等： 
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这种关系叫做麦克斯韦关系(Maxwell relation)．对于上面的每一全微分表达式，
我们都可以有类似于(12.4.10)式的三个关系． 
麦克斯韦关系在热力学的推导中有广泛的应用．例如 
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其中用了由(12.4.6)式而导致的关系： 
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由此可推出 
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利用理想气体的状态方程即可推出 U = U(T)． 

*例如，磁系统(磁场强度为
~H 、磁化强度为 M)的基本微分表达式为 

MHVpSTU d
~

ddd +−=  
相应的 G满足 

HMpVTSG
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dddd −+−=  
麦克斯韦关系是 
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左边是磁致伸缩效应而右边是压磁效应．完全形式的推导竟明确地说这两个效应数值上相

等．另一个麦克斯韦关系是 
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参考焦耳定律的推导，可知上面的方程的左边是 
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假定材料遵照居里定律(Curie's law)： 
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则(1)式的右边是 
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最后我们有 
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在低温(比热较小)下，绝热去磁(demagnetization adiabatically)是得到极低温的一个有效方法． 
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热力学平衡的判据(criteria) 
对于一个孤立系，∆S ≥ 0,平衡态是熵最大的态．如果介质介入，则在平衡
点附近，总熵 
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            (12.4.11) 

或 
  0 nWSTU ∆+∆+∆≤∆ µ  

( ) 0, , ≤∆ nVSU                      (12.4.12) 

即S、V、n固定的态是内能最小态．类似地，我们有 
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nPT

nVT
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                       (12.4.13) 

最大功 
对于 n固定的系统，(12.4.12)式可以写为 

STUW ∆−∆≥∆ 0                    (12.4.14) 

在等温条件下(T = T0)，系统所做的功 

( )TSUWpdVWW −∆−≤∆+=∆−=∆ freeS          (12.4.15) 

即系统等温做功自由能减少．这就是称那部分能量为“自由”的原因． 
平衡条件 
想象图 12.8中的系统分为两部分 A和 B, 中
间有一边界．热力学平衡判据可以提供局域平衡
的条件．直觉告诉我们平衡要求温度和压强分别

相等， 
     , BABA ppTT ==     (12.4.16) 

否则将出现“流”．这一想法可以推广到另一个广

义力µ： 
 BA µµ =         (12.4.17) 

否则物质会流动．这里边界是想象的，但是也可以是实在的，如相界──汽液
界面．因此，以上条件也适于相的平衡．在多相系平衡态中，界面两边的那些

强度量必须相等． 
由于常温、常压条件很普遍，(12.4.13)式有非常广泛的应用．应用到化学

 
图 12.8  系统的局域平衡 

A B 
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反应中时[6]，我们可以比较反应物(reagents)和生成物(products)状态的吉布斯自
由能． ∆G = Gr –Gp > 0是反应可以进行的必要条件．但是，有时候反应速率极
低以至实际上不可能进行．反应过程的示意图见图 12.9，其中 Ga称为激活自由
能(activation)． 
通常，温度越高，反应物的能量越大，其自
由能等于或大于激活自由能 Ga的可能也越大．为

了提高反应的速度常常使用催化剂(catalyst)．催
化剂并不改变初态和终态的 G，而是降低激活自
由能的高度，使反应得到加速．这一点对于生物

学是很重要的，因为所有的生物化学反应都是催
化的．催化剂是酶(enzyme)，一类特殊的蛋白
质．然而更有意思的是对于开放系统，催化剂不但可以改变势垒，还可以改变

初态和终态的自由能．而生物体正是开放系统． 
自由能判据还可以用来判断疏水性(hydrophobicities)．例如，氨基酸(amino 

acids)溶于水和乙醇的自由能不等，其差值可以用作反映疏水程度的测度．表
12.1中列出了 20种氨基酸两种溶液的自由能之差，可以看到色氨酸疏水性最强
而谷氨酰胺亲水(hydrophilic)性最强． 

表 12.1  氨基酸的疏水性：  ∆G/(4.18J/mol) 

1. 色氨酸 Tryptophan (Trp) 3 000 11. 丙氨酸 Alanine(Ala) 730 

2. 异亮氨酸 Isoleucine (Ile) 2 970 12. 精氨酸 Arginine(Arg) 730 

3. 酪氨酸 Tyrosine (Tyr) 2 870 13. 半胱氨酸 Cysteine(Cys) 650 

4. 苯丙氨酸 Phenylalanine (Phe) 2 650 14. 谷氨酸 Glutamic acid(Glu) 550 

5. 脯氨酸 Proline (Pro) 2 600 15. 天门冬氨酸 Aspartic acid(Asp) 540 

6. 亮氨酸 Leucine (Leu) 2 420 16. 苏氨酸 Threonine(Thr) 440 

7. 缬氨酸  Valine (Val) 1 690 17. 丝氨酸 Serine(Ser) 40 

8. 赖氨酸 Lysine (Lys) 1 500 18. 甘氨酸 Glycine(Gly) 0 

9. 组氨酸 Histidine (His) 1 400 19. 天门冬酰胺 Asparagine(Asn) -10 

10. 甲硫氨酸 Methionine (Met) 1 300 20. 谷氨酰胺 Glutamine(Gln) -100 

10. 又名蛋氨酸；19. 又名氨羧丙氨酸 

*§ 12.5  相对论热力学 

有相对运动时，热力学系统的温度如何？热力学量在 S系和 S′系之间如何
变换？还是洛伦兹变换吗？这些问题属于相对论热力学[7]的范畴．物理学的这

一分支并不成熟，还有待人们去进一步研究．下面我们简要地陈述一下有代表

 
图 12.9  化学反应条件 

Ga 

∆G 
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性的几种观点． 
沿用第九章的记号 

211 βγ −=  

热力学量的变换应该和γ有关．首先我们讨论热量的变换，设 

                     (12.5.1) 

当 S系和 S′系重合时，热量将没有差别： 

1)1( =f                        (12.5.2) 

对准静态过程，根据热力学第二定律，有 

                       (12.5.3) 

设 S′系中对应的关系为 
                    (12.5.4) 

类似于(12.5.2)式，有 
1)1( =θ                        (12.5.5) 

为了寻求其中的函数 f (γ)和θ(γ)，我们引用大多数人所采用的假定： 

SS =′                          (12.5.6) 

因为熵和热力学概率有关，这样的假定似乎是合理的．另外，狭义相对论还提
供了以下结果： 

pp =′  

VV
γ
1

=′  

( )pu ddd ⋅−′= UU γ  
根据以上关系，可得 

 
 STf d)()( γγθ=  
 )d(d)()( VpUf += γγθ  

 )dd()()( VpUdf ′+⋅−′= puγγγθ  
由上式可以得到： 

TfT )()( γγθ=′                      (12.5.7) 
以及 

T
p

f
V
S

U
′

=







′∂ 
′∂

γγγθ )()(
, p

                (12.5.8) 
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在静止坐标系中，相应的公式为 

T
p

V
S

U

=







∂
∂

                      (12.5.9) 

这可以作为比较对象． 
以下三种提案是具代表性的观点： 
(1)普朗克-爱因斯坦观点(1907 年)认为热力学的形式不变，即(12.5.4)式和

(12.5.8)式应分别与(12.5.3)式和(12.5.9)式有相同的形式．这就要求 

1)( =γθ ， 1)()( =γγγθ f  
或 

γγ 1)( =f  

由(12.5.7)式可得到温度的变换关系： 

TTT <=′
γ
1
                     (12.5.10) 

(2)有人认为热力学第二定律不变，即(12.5.4)式不变，且 f(γ ) = γ．于是(12.5.8)
式变成 

T
p

V
S

U ′
=








′∂
′∂ 2γ

 

即热力学关系有所变化，而温度则由(12.5.7)式得： 

TTT >=′ γ  
运动物体较热． 

(3)第三种观点认为温度不变，且 f(γ ) = 1/γ．由此可得 

γγθ =)(  
这样(12.5.4)式将发生变化． 
就温度而言，三种结论各不相同，孰是孰非，尚未可知．这表明相对论热

力学仍是有待发展的领域． 
试回想第四章中关于引力红移的讨论，我们可以从能量的观点认为那是能

量的变化．然而，引力红移本质上是广义相对论效应：由于引力场的存在，时

间(以及空间)发生了变化．在引力场中，热力学系统平衡时温度并不均匀．因
此，热问题同样存在广义相对论效应． 

*§ 12.6  黑洞热力学 

在§ 4.2中，我们提到过引力半径：rg = 2Gm/c2．在§ 32.4中，那是施瓦氏半
径(Schwarzschild radius)rs．它给出了黑洞的视界(event horizon)，其面积为 
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4
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
π=π=  

在其表面上，引力场强度为 

Gm
c

r
Gmg

4
~

4

2
g

=  

这两个量分别和黑洞的熵以及温度有关． 
为了确定黑洞的温度 T 或 kBT，我们设想可以采用与能量有关的不确定关
系(见§ 23.4)．为此，需要找到特征时间．由于黑洞的特征长度是引力长度，可
以认为特征时间是 

⊙m
m

s
c

r
t 5g
1 10~~ −                    (12.6.1) 

由不确定关系t1· kBT ~ h/2，我们有 

B

3

Bg 42 Gmk
c

kr
c

T
hh

==                   (12.6.2) 

除了多1/(2π)因子以外，它与如下广义相对论的结果吻合： 

B

3

8 Gmk
c

T
π

=
h
                      (12.6.3) 

根据(4.2.22)式，上式可以用引力场强度来表达： 

m
m

ck
g

T ⊙⋅×== − K1018.6
2

8

B

h
               (12.6.4) 

熵则可通过积分得到： 

mc
c

mGk
U

T
S d

8
d

1
d 2

3
B ⋅

π
==

h
               (12.6.5) 

A
G
kc

m
c

Gk
S

hh 4
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3
2B =

π
=                  (12.6.6) 

由此可见，黑洞熵与面积有关．利用(12.6.3)式，可将熵写成 

2
B

5

16 TGk
c

S
π

=
h
                     (12.6.7) 

取对数并求导即可得到热容为负的结果： 

T
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S ln2
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02
d
d <−== S

T
STC                  (12.6.8) 

实际上，对于自引力系统这一结果并不奇怪．由于引力是长程力，这样的系统
的内能必须包含相互作用能，这时内能不再是广延量、系统不再均匀．垂直液

柱底部密度较大就是例子．对于液体中任何一个宏观上无限小、微观上无限大

的水平切片，热容量仍是正的，但是由于片间的相互作用势能使得整个系统的
热容为负． 

习    题 

12.1. 水的比热容为 4.186kJ/(kg·K)，可近似看成与温度无关．(a) 0°C的 1.0kg水突然与

100°C的热库接触，当水达到 100°C时，求水和热库的总熵变．(b)如果 0°C的 1. 0kg水先与

50°C的热库接触，平衡后再与 100°C的热库接触，求整个系统的熵变． 

12.2. 假设某系统的熵 S、体积 V、内能 U和粒子数 N之间的关系为 

( ) 31nVUAS =  

其中 A为常量．求下列各物理量之间的关系：(a)U、n、  V 和 T；(b)p、n、  V 和 T，以及(c)

系统的定容比热． 

12.3. 温度为 Ti的一物质依次与温度为 Ti + ∆T, Ti + 2∆T, K , Ti + N∆T = Tf的热源相接触

而使自身温度变为 Tf．假定物质的热容量与温度 T无关，计算由物质和热源构成的整个系统

的总熵变．在 N→ ∞ 而 Tf  – Ti不变时，其熵变是多少? 

12.4. 两个全同的物体，其内能为 U = CT，式中 C为常量．初始时两物体的温度分别为

T1和 T2．现在分别以两物体作为高低温热源驱动一卡诺热机运行，最后两物体达到一共同

温度 Tf．求：(a) Tf；(b)卡诺热机所做的功． 

12.5. 3个有限大物体热容量为常量，开始时分别处于 400K、400K和 100K的温度下．如

果用热机或制冷机工作其间以提高其中一个物体的温度，问最高可能温度是多少? 

12.6. 现在有两个完全一样的物体，其热力学性质由 12.2题中的状态方程所描述．初始

温度分别是 T1和 T2，有一热机工作于这两个物体之间，最终两物体达到一共同温度 Tf．(a)

求温度 Tf 的范围；(b)求最大功 Wmax．求解这些问题时，可以考虑可逆过程，也可以考虑不

可逆过程． 

12.7. 考虑如图所示的水力机．从左端输入温度分别为

T1 和 T2 的等量的冷热水稳流，从右端输出唯一的水的喷

流．假设单位质量水的热容量 c与温度无关．机器处于稳定

的工作状态，其输入水流的动能可以忽略不计．(a)用 T1、

T2和 T表示喷出水的速率，其中 T为喷口处水的温度．(b)

最大可能的喷出速率是多少? 

12.8. 一温度为 60°C 的子弹以 400 m/s 速度撞击并嵌入一大的障碍物．障碍物温度为

 
题 12.7图 

T1 

T2 
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15°C．子弹的质量为 20×10–3 kg、比热为 400J/kg⋅K．求过程中总的熵变． 
12.9. W. Atkins 设计的棋盘游戏：棋盘为 40×40 格，中间 10×10 = 100 格为系统 I，外部

1500 格点为系统 II(如图)．开始时 100 个棋子全部集中

在系统 I，此时两个子系统的熵均为零，整个棋盘系统

的熵也为零．当有一个棋子从系统 I 移到系统 II 时，

系统的熵分别为 

BBI 61.4100ln kkS ==  
BBII 31.71500ln kkS ==  

BIII 92.11 kSSS =+=  

(a)以系统 II中的棋子数为横轴，作三条熵曲线．(b)
求系统熵的极值．(c)求系统熵处于极值时，子系统 I
和 II 中的密度． 

12.10. 橡皮带绝热拉伸时变热．当加热而保持张力不变时，橡皮带将膨胀还是收缩? 
12.11. 证明： 

pT

p

VT

V

T
VT

p
C

T
pT

V
C

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂

∂
2

2

2

2
,  

12.12. 证明： 

TT V
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12.13. 证明： 

pTVTCST p ddd α−= ，    VTTCST V ddd
κ
α

+=  

式中α 和κ 分别为膨胀系数和等温压缩率． 
12.14. 证明： 

V

p

S

T

C
C

=
κ
κ  

从而说明等温压缩率大于绝热压缩率． 
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第十三章  理想气体的微观模型 

在第五章中，我们讨论了力学的“多体系统”．在大多数情况，我们只考虑

两体问题．再多了就将出现困难．例如，对于三体问题，我们有 9 个二阶微分

方程，需要 18 个第一积分．可是我们只有 10 个守恒量：总能量、质心位置、

总动量和总角动量，已经证明不存在更多的第一积分．当然，如果不限于解析

解，数值模拟是可能的． 
宏观系统本身由大数粒子组成，这样的系统粒子数可多达 1023的量级．就

力学描述而言，需要同样数量级的微分方程和初始条件，即使用当今最先进的

计算机来求解联立方程，也仍然是困难的．是否“粒子越多问题越困难”呢？

当我们关心系统的宏观性质而不是个别粒子的行为时，统计规律性使问题得到

简化．最终只需要不多的变量．这相应于宏观热力学平衡态． 

§ 13.1  理想气体 

理想气体的宏观描述是通过以下两方面实现的． 
(1)从玻义耳-马略特定律和定压温标可以推断出在极限条件下气体的物态

方程： 
nRTpV =  

理想气体则是在所有条件下都满足这一方程的气体． 
焦耳定律也曾经作为理想气体必须满足的定律，从§12.4 可知这是不必要

的． 
(2)理想气体的热容也分别作了规定．例如，单原子分子理想气体的热容是 

nRCV 2
3

=  

理想气体的微观描述有以下几点： 
• 它是由 N 个全同分子组成的，N 很大． 
• 这些分子的运动遵循牛顿定律． 
• 分子间的平均间距比分子本身的尺度大得多，或者说比相互作用力

程大得多． 
• 碰撞是弹性的，碰撞时间可忽略． 
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我们来讨论压强(pressure)的微观意义．考虑动量为 p (px, py, pz)的一个分子．

它与器壁 A 碰撞后动量的 x 分量的变化是 
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对一个周期平均，器壁 A 上的力是 
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对于单个分子，一个周期内只在可忽略的瞬间与器壁碰撞一次，基本上都在自

由飞行．这种平均当然只有当分子数量巨大时才有意义．把所有分子的贡献加

起来， 
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最后一个分式是每一分子 2
xv  取值的平均(每一分子都有它自己的 2

xv  取值)，我

们也可以说成是每一个 2
xv  值上占有若干分子数．其实这正是我们所感兴趣的

分子数按速度分布．假定有 n1个分子速度的 x 分量为 vx (1)，n2个为 vx (2)，如此

等等，前式可以写为 

"
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从统计的观点来看，压强与微观粒子的平均动能有关： 

222

3
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3
1

vvv ρ===
V

Nm
V

Nmp x               (13.1.2) 

这当然只在N >> 1时才有意义．上式中用了各向同性条件： 

222
zyx vvv ==  

 
图 13.1  压强 
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方均根速率定义为 

ρ
p3 2

smr == vv                    (13.1.3) 

而绝热声速 vs与之有关， 

  68.0
3 rmsrmss vvv ≈==
γ

ρ
γp

              (13.1.4) 

例 13.1  求空气中的声速. 
解：气体密度是 

0m
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V
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V
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V
mnN

V
Nm

====ρ
 

其中 Vm0 = 22.413 83×10–3 m3/mol (273.15 K, 1.0135×105 Pa)，而 M 是摩尔质量.空气的摩尔质

量大致为 

kmolkg8.28kmolkg
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⎝
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或 
( ) kmolkg9.28kmolkg%1.2332%9.7628 =×+×=M  

方均根速率是 
sm483rms ≈v  

声速是 

sm331
3
1

5
7

rmss ≈×= vv  

现在我们讨论温度 T 和内能 U 的微观解释．(13.1.2)式可写为 
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如果我们承认这里 p 就是宏观变量压强，我们也应该接受： 
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或 
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==v                 (13.1.7) 

式中kB为玻耳兹曼常量， kB =1.380 650 3(24)×10–23 J/K．利用各向同性条件，还

可以知道每一个平动自由度的平均动能都是kBT/2． 
前面所说的理想气体分子遵守牛顿定律，给问题加上了限制．从上面结果

可以看到当温度趋向于零时，分子只能全部静止．这正是经典物理的结果．在



§ 13.2  平 衡 分 布 233 

第二十七章中，我们可以看到量子体系的结果． 
关于内能，有 
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于是热容为 
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对双原子分子气体， 
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其中加上了两个自由度，即两个旋转自由度．如果涉及到更高的能量，则分子

的振动自由度也可以激发，这时振动动能和势能将会提供另一个RT．更进一步

需要考虑的是氢分子等的量子效应． 
利用(13.1.7)式，方均根速率是 

mm
Tk 1 3 B2

rms ∝== vv  

这一结果常被用作同位素分离的原理．例如，235U 的丰度只有 0.7%，而 238U 是

99.3%，这就可以利用它们之间微小的质量差，将两者逐步分离开． 
热量 Q 的可能微观解释是什么? 

§ 13.2  平衡分布 

在上一节中，我们用到了速度分量的平方平均．对于速度的平方平均，有 
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由于在大数分子系统中，具有每一速度值的分子都只占极小的比例．精确地说，

某一速度值附近小范围内的分子和总分子数相比很小，因此最后一行可以将求

和用积分来代替．dn/N 就代表在间隔 vx → vx + dvx, vy → vy + dvy, vz → vz + dvz     
中的分子数占总分子数的比例；对一个分子而言，就是指它处在上述速度间隔

中的概率．这一概率当然和所取的间隔大小成正比．设在一个方向上概率形如    
f (vx)dvx．由于分子间的频繁碰撞，3 个方向上的分布不应该有什么不同．此外，
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在 3 个方向上，运动是独立的，按照概率论，同时事件的概率应该是各独立事

件概率的乘积．那么我们可以期望： 
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N
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       (13.2.2) 

各向同性要求分布只和速度的大小——速率有关，而和某一方向速度的特定值

无关．因此， 
( )2222 )()()()( zyxzyx fff vvvvvvv ++== ϕϕ           (13.2.3) 

最简单的解是 
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对无限大速率，f 应趋向于零，负指数是必要的： 
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概率满足归一化条件，因此， 
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式中用到了高斯积分，详见附录 G．于是，总概率 
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其中常数α 待定．从上节我们知道： 
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通过用分布求平方平均，可以建立关系： 
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结合以上两式可以得到 
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于是， 
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对于单位体积，总粒子数 N 应换成数密度 n0： 

( ) ( ) zyxzyxzyx Tkm
Tk

mnn vvvvvvvvv ddd
2
1exp

2
 ,,d B

222
23

B
0 ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
π

=     (13.2.5) 

这就是麦克斯韦速度分布(Maxwell velocity distribution, Maxwellian)．这是一种

连续分布，注意应该将速度间隔和分布函数写在一起．由此我们还可以推导出

速率分布： 
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从这一表达式，我们可以求得最概然速率(the most probable speed)：一个分子以

这一速率运动的概率最大；或者以单位间隔而论，以这一速率运动的分子最多．

方法是，对分布求导： 
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结果是 

m
TkB

m
2

=v                      (13.2.7) 

利用这一表式可以把分布写成 
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平均速率可求得为 
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现在我们列出三个特征速率(参见图13.2) 如下： 
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一般的平均可以有两种写法： 
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*平均自由程(Mean free path)是分子无碰撞运行的平均距离．考虑一个由直径为 d 的球

形分子组成的系统．如果分子数密度为 n，从量纲分析可知平均自由程 
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1
dnπ

=λ                         (13.2.11) 

数值系数取决于相对速率的计算．严格的计算按下列步骤进行．设Δt 时间内的碰撞数为ΔΝ，

则平均碰撞频率定义为 
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其中平均相对速率 
vv 221r =−= vv  

这可以直接从麦克斯韦分布求得．所需的表达式是 
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于是，平均自由程 
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*§ 13.3  能量均分定理 

麦克斯韦分布是玻耳兹曼分布的一种．玻耳兹曼分布给出的占据能量 E 的

概率为 

 
图 13.2  三个速率 
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其中 p 和 q 是广义动量和位移．对于在引力场中的粒子，有 
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对于一个简谐振子，有 
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能量均分定理(Equipartition theorem)说：对于单粒子能量为 
22 BqApE +=                      (13.3.2) 

的系统，能量中每一动量或位移的平方项都有同样的平均值： 
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因此，以上提到的能量中，除引力场中的势能外平均值均为 kBT/2． 

§ 13.4  泻流 

怎样从实验上来检验粒子的分布规律呢？早在1920 年斯特恩(Stern)以及后

来1930--1934年查特曼和葛正权(Zartman and Ko)就进行了研究．实验装置如图

13.3所示，从高温炉中射出的银或铋分子束经准直后射入旋转的记录器中．假

定射出的银或铋分子淀积在 段壁上．设淀积在 p′ 处的分子具有初速 v，记录

器的角速度为ω，则有 

 
图 13.3  查特曼和葛正权实验 
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p'
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因此可得速度与位置的关系为 
22ωR

=v  

不同速度的分子将淀积在不同的位置，由此可得到各种速度的分子数．米勒和

库什[2]改善了实验条件，做了进一步的工作．为减少空气分子的碰撞，他们将

实验的真空度提高到 10–6 Pa． 
分子束中的速率分布 dΓ与高温炉中的速率分布 dn 果真一样吗？事实上是

不一样的，当然，它们有密切的关系．因此需要找到

从分子束中的速率分布推算平衡分布的关系式． 
如图 13.4 所示，在时间间隔 dt 撞击面元 dA 的分

子数是 
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 这里Γ 和 n0之间的量纲关系显然是正确的： 
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单位时间内碰撞在的单位面积上分子总数是 
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式中 n0、vm、v̄ 等都是容器中平衡分布的量． 
当器壁上开以小孔时，就有分子束射出，称为泻流(effusion)．泻流中的速

率分布可以推导如下： 
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图 13.4  碰壁数 
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注意 f (v)仍然是容器中的平衡分布函数．归一化的速率分布是 
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vm作为参量。泻流分子束中的平均速率是 
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§ 13.5  输运现象 

本节中，我们首先给出关于物质、能量、动量等输运过程的宏观规律，稍

后给出输运系数的微观理论． 
热转移有多种途径．系统和环境之间可以有准静热流．在等温(膨胀或压缩)

过程中， 
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在ΔT ≠ 0 的情形，可引入一系列热源：Ti , Ti + dT, L, Tf，交换的热量为 
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热传导(conduction) 
当存在温度梯度时，高温热源流出的热流是 

x
TAAJQ Q d

d κ−==− &                   (13.5.3) 

式中A 为流过的面积．于是流密度为 
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(13.5.4) 

这就是傅里叶定律(1815)，以法国数学家、物理学家傅里叶(Jean Baptiste Fourier, 
1768—1830)的名字命名．式中的系数κ 称为热导率，其单位是 W/(m·K)． 

通常热导率是温度的函数，它与物质以及物质的相有关．在图13.5 中，我

们可以看到几种材料包括水的三相的热导率． 
考虑一段单位长中空圆柱．其内外壁分别与温度为 T1和 T2的热源相接触.

假定其间没有源和漏，则热流为 
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对流(convection) 
对流可以在存在温度梯度、压强梯度

时自然进行，也可以在泵、风扇等的作用

下强迫进行．形式上对流的定律是 

ThAQ Δ=�                       (13.5.5) 

对流系数 h 的定量研究是很困难的，但也并不是十分必要的．影响 h 的因素有：

流体的密度、黏性、热容、热导率、流速等等，另外流是片流还是湍流，以及

器壁的曲率对 h 也都有影响． 
热辐射(thermal radiation) 
所有的辐射，包括从无线电波到γ 射线，都是电磁波．所谓热辐射指的是

从红外到可见光波段的电磁波．一温度为 T 的物体可以辐射、吸收能量．如果

入射能量流密度为 J，当照射到物体表面时通常只有一部分可以被吸收，其吸

收率用α 表示．表 13.1 列出了几种物质的吸收率． 
温度为T 的黑体，其辐射能流密度 

4
B  TJ σ=                        (13.5.6) 

这就是斯特藩-玻耳兹曼定律，式中σ = 5.6703×10 
– 8 W/(m2⋅K4). 同样温度的普

 
图 13.5  热导率和温度的关系 
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通物体可以辐射能流 
  BJJ αα =                        (13.5.7) 

称之为基尔霍夫定律(Kirchhoff 's law)． 

表 13.1  几种物质的吸收率 

抛光的金属表面 0.03 ~ 0.08 

灯黑 0.95 

湿冰 0.97 

黑体 1 

在地球表面上，来自太阳的辐照是α⊙σ T⊙
4，地面吸收的能流是α⊕ Jir；地

球的辐射是 
J Tr   = ⊕α σ 4

 
于是地球的吸热率是 

( )rir JJAQ −= ⊕α�                    (13.5.8) 

事实上 Jir 是和太阳常量 1340W/m2相关的． 
扩散(diffusion) 
扩散是指质量的输运．德国生理学家费克(Adolf Fick, 1829--1901)首先发现

了扩散定律，其思想是分子流密度 Jm正比于浓度梯度，即 

x
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∂
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ρ
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这就是费克定律，D 是扩散系数．除了浓度梯度以外，压强梯度、温度梯度、

化学势的差都可以造成质量流． 
粘性 (viscosity)  
粘性是动量的传递．对于动量的输运(如图 13.6)，

有牛顿输运定律，即动量流密度 Jp正比于速度梯度． 
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式中η是粘度系数． 
输运过程中的守恒 

如果密度变化是由流密度变化引起的，那么质量守恒要求 
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图 13.6  动量的输运 
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即 
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         (13.5.11) 

与扩散方程相结合，我们有 
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这就是连续性方程(continuity equation)．同样，能流守恒和动量守恒将要求 

  2

2

x
T

t
TCV ∂

∂
=

∂ 
∂ κρ                    (13.5.13) 

2

2

xt
yy

∂

∂
=

∂ 
∂ vv

ηρ                     (13.5.14) 

这些都是无源无漏的情形，否则应考虑产生和吸收．若有源或漏，则 

累积 = 扩散造成的的得失 + 产生 - 吸收 

作为例子，我们考虑一正比于密度的源项．这种情况下，有 
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对于定常态， 
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例如，反应堆中的中子就可用(13.5.16)式模拟．中子数密度 n 满足 
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驻波解(x = 0, a 处， n = 0)是 
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式中 N 为常量． 
在热传导问题中，我们可以加一损失项． 

例 13.2  如图 13.8 所示，一均匀棒两端与温度为 T1

和 T2 的热源相接触．试求存在正比于当地温度的损失项

时棒内的温度分布． 
解：热传导方程为 

 
图 13.7  流密度 

 
图 13.8  例 13.2 

x x+dx 
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对定常情形，有 

κ
αρββ       , 0 22

2

2
VCT

x
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≡=−
∂
∂

 

绝缘包裹时，α  = 0，有温度分布： 

( )
L
xTTTT 211 −−=

 
如果α 是有限的，解是 

 ee xx BAT ββ −+=  
考虑到边界条件，解可以写为 

( )
L
xT

L
xLTT

β
β

β
β

sinh
sinh

sinh
 sinh

21 +
−

=
 

从定常方程 
0 2 >=′′ TT β  

可知曲线是凹的． 
可以定性地判断当α 足够大时，L 处的斜率(温度的一阶导数)可以为正． 

类似地，对于动量守恒方程，也可以有附加项： 

F
xt

yy

ρρ
η 1

2

2

+
∂

∂
=

∂
∂ vv

                (13.5.17) 

输运系数的微观理论 

对于定常流，假定存在各向同性的动力学局域平衡，即微观量只是空间坐

标的函数．考虑 x 处的一个面积元 dA，如图13.9 所示．在平均自由程的范围(x±λ)
内分子可以无碰撞地抵达这一面积．这当然是在平均意义上说的．进而可以假

定大致只有 1/6 应该计入． 

所输运的微观量ξ 和相应的宏观量Ξ 是 

pQM

mvTkmm y

               ,            , 

   , 
2
3

2
1   ,  B

2

=

==

Ξ

ξ v
 

 
图 13.9  输运的微观模型 

x

λ̄  λ̄  



第十三章  理想气体的微观模型 244 

在 dt 时间间隔内， 

[ ])()()()(dd
6
1d λξλλξλΞ ++−−−= xxnxxntAv      (13.5.18) 

式中 n 是分子数密度． 
对于质量输运，mn = ρ，则 
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∂
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         (13.5.19) 

与(13.5.9)式相比较可得扩散系数 

λv
3
1

=D                        (13.5.20) 

温度梯度可以造成热流．假定密度是均匀的，有 

   
2
3

B TCTkn V=  

 dd
3
1d tA

x
TCQ V ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂ 

−= λv              (13.5.21) 

于是热传导是 
 VDC=κ                       (13.5.22) 

类似地， 

tA
x

v
p y dd 

3
1d ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−= ρλv                 (13.5.23) 

粘度系数为 
ρη D=                        (13.5.24) 

在标准状态(T = 273K, p = 1.01×105  Pa)之下的氢有如下数据： 

sm1069.1 8

m1068.2 

kg1033.3

3B

325
B

27

×=
π

=

×==

×= −

m
Tk

Tkpn

m

v
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如果氢分子半径 r = 1.12×10–10 m，则 

m1067.1
2
1 7−×==

σ
λ

n
 

由此可以算得扩散系数和热导率为 

K)(mW1071.8    , sm1042.9 225 ⋅×=×= −− κD  

相应的实验值为 

)K(mW1068.1=     , sm1028.1= 225 ⋅×× −− κD  

对此你有何评论？ 

习    题 

13.1. 质量为 1000kg 的火箭射入太空．假设所有星体具有相同的平均质量 1023 kg，并以

平均速率 10km/s 作随机运动．那么，该火箭发射了相当长时间后，平均速率 v 为多少? 
13.2. 23Na 蒸气在气体放电管中发射 598nm 的强黄线．如果蒸气处于室温，试粗略估计

由于热运动而引起的多普勒频移使这条谱线显示的宽度是多少 nm． 
13.3. 一体积为 2V 的盒子被一薄片分为体积相等的两部分．初始时，左边含有压强为 p0

的理想气体，右边为真空；隔片上开有面积为 A 的小孔．试求左边压强 p1随时间变化的函

数关系．假定两边温度都是常量，将结果用平均速度 v 表示出来． 
13.4. 体积相等(V1 = V2 = V)的两个容器，用小“针孔”管连接起来．这两个容器分别保

持在恒温 T1和 T2下．所有的气体分子都具有质量 m．压强比仅为 T1和 T2的函数．求压强比． 
13.5. 稀薄气体中的声速 vs，由绝热压缩率表示： 

21

s

−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
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⎡
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=
Sp

ρ
v

 

(a)对室温下的空气，求下列数值结果：(1)声速；(2)平均分子碰撞频率；(3)分子平均自

由程；(4)平均自由程与声波波长之比． 
(b)用上述结果解释为什么绝热近似是合理的假设． 

采用 m 为分子的平均质量，kB为玻耳兹曼常量，γ 为热容比． 
13.6. 求速率大于最概然速率的分子数． 
13.7. 推导二维平衡速率分布． 
13.8. 推导平衡能量分布． 
13.9. 温度为 T、分子质量为 m 的气体满足麦克斯韦速度分布．一个干净的固体表面暴

露在此气体中时，它以速率 W(s−1·cm−2)吸收分子．如果某一分子的法向速度分量小于 vT时

吸收概率为 0，大于 vT时的吸收概率为 1．试推导 W 的表达式．(分子数密度为 n) 
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13.10. 气体分子从容器壁上的小孔中泻出，求其能量的平均值．设温度为 T，气体分子

数密度为 n． 
13.11. 已知：平均日-地距离为 1.5×108 km；平均日-海王星距离为 4.5×109 km．试作出

合理的假设，以估计海王星的表面温度．忽略任何可能的内部热源． 
13.12. 太阳的辐射近似于一个温度为 5700K 的黑体．若有一个理想的黑色铜球在离太阳

1AU 的距离处受到日光的辐射，它将达到多高的平衡温度?(太阳直径对地球张角为 0.50°) 
13.13. 一个日-地模型将太阳和地球设想为真空中的两个黑体球．太阳温度是 6000K，

地球上大气和海洋有效的传热把地球调节成为一个表面温度均匀的球．地球和太阳的半径分

别是 6.37×106 m , R⊙ = 6.96×108 m,，日-地距离为 d = 1.50×1011 m．(a)求地球温度；(b)求地

球所受的辐射压力． 
13.14. 以你所知的数据估计标准状况下空气的扩散系数 D． 

参 考 文 献 
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Company, 1978. Chapter 15 
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§ 14.1  范德瓦耳斯方程 

理想气体的物态方程是 pV = nRT．对于实气体，这一方程要从两个方面进
行修正，即必须考虑分子间的相互作用和分子的有限大小．范德瓦耳斯(J. D. van 
der Waals, 1837— 1923)对此作了以下处理．当压强趋于无穷时，期望 1mol的分
子密积到一个有限的体积 b： 

nb
p

nRT
V +=                       (14.1.1) 

式中第一项为理想气体体积，而第二项为密积体积．我们也可以将上式写成 

nbV
nRTp
−

=                        (14.1.2) 

这是分子为有限大小的无相互作用气体的物态方程．分子间相互作用(见第三章
图 3.5)的计及较困难．最简单的处理是假定分子间只有一个吸力，这一作用将
使压强减小一定的程度．现假定力是两体的．想象在系统内部有一边界，力将

正比于两边的分子对的数目；对于均匀的情形，有 
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与无相互作用系统相比，压强应该小上面这样一个量，即应为 
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结合以上两个因子，我们有范德瓦耳斯方程(1873年)： 
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将它展开为级数： 
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可得第二位力系数是 

RT
a

bTB −=)(  

表 14.1列出了一些简单气体的范德瓦耳斯常量 a、b的数值． 

表 14.1范德瓦耳斯常量 

气体 a/(Pa·m6/mol2) b/(103m3/mol) 

H2 0.02476 0.02661 

He 0.003456 0.02370 

CO2 0.3639 0.04267 

H2O 0.5535 0.03049 

O2 0.1378 0.03183 

N2 0.1408 0.03913 

根据范德瓦耳斯方程所作的等温线如图14.1所示，其中数字为 T/TC．临界
点是一个拐点(inflection point)，且有水平切线．在这一点上的 p、 V、 T 的值 pC、 
VC 、 TC可从下列条件求得： 

0,0 2
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用 pC 、 VC 、 TC作单位，我们可以得到普适的方程． 

 
图 14.1  范德瓦耳斯等温线 
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稳定性要求： 

0
1

>
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
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−=
T

T p
V

V
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这意味着等温线的正斜率段系统是不稳定的，特别是零压强线以下的部分是非

物理的．对此范德瓦耳斯的导师麦克斯韦提议了一种结构．根据热力学，如果

与等温线相交的水平线正好能构成两个等面积，则沿此线吉布斯函数是极小．用
此线段代替交点之间的弯曲线则解决了存在的两个问题．交点的连线则构成了

共存区．在共存区内原来等温线上两段负斜率部分仍然是可能的──亚稳态
(metastable)，相应于过热液体和过饱和蒸气． 
范德瓦耳斯方程可以用以描述汽液相变，这是较之理想气体方程强的地

方．在这一方面，多年来并无多大进展．但是这一方程毕竟是过分简化，“范德
瓦耳斯气体”不存在固相．从统计的观点来说，这是一个最简单的模型．*在图

14.1中，3个区域如何分别判断？ 

§ 14.2  相和相图 

相(phase)是系统中有着清晰边界的均匀部分．所谓均匀指的是物理性质和
化学成分都是均匀的．通常造成系统中的物质从一个相转变到另一个相的因素
是温度变化．但是也不总是如此，在某些情况下，也可以是压强．我们都熟悉

固－液－汽相变．实际上相变的发生极其广泛：从工业(冶金、化工、⋯⋯)到
气象、从科学研究到日常生活无所不在． 
由一种分子组成的系统叫纯系统．为简化问题，我们只讨论纯系统．一个

纯 p、 V、 T系统有相变是一件很普通的事．真实系统有相变，是因为它们的
分子间有相互作用．粗略地讲，分子间的力有一个排斥的核、一个短程的吸引

区和一个长尾巴(见第三章图 3.5)．理想气体是永久气体．就真实系统而言，极
化氢 H↓可能是永久气体． 
一个基本问题是，对于热力学变量的一定取值，系统处在什么相?换言之，
我们需要有一个相图，以相边界来划分不同的相．图 14.2是一个模型的相图，
其中有四个区，相应于四个相：固相、液相、汽

相和流体相．这些相分别由升华(sublimation)曲线
OA 、融化 (fusion, melting)曲线 AB 、汽化
(vaporization)曲线或蒸气压曲线 AC划分开．我们
叫这些曲线为相界．沿这些曲线两个相共存，所
以它们又叫共存曲线或相平衡曲线(coexistence 
curves or phase equilibrium curves)．所有这些名称
都和从低温到高温相的相变相匹配．流体是由两

 
图 14.2  模型相图 
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条虚线划出来的．在这个区域内我们无法区别液体和蒸气．*pV 图上，相图也象

图 14.2吗? 
也可能存在亚稳相．如曲线 CA 延伸到固相区可是仍然保持液相．这是过
冷液相(supercooled liquid phase)．当曲线 BA延伸到蒸气区，我们有过热液体．而
当曲线 OA 延伸到液体区，那是过饱和蒸气．水的融解曲线是很特别的，其斜
率是负的．这一特性使得溜冰成为可能． 
与面和线相比，相图上的点特别有意思．A是三相点(水的三相点的温度被
取作标准的固定点)．蒸气压曲线结束于点 C．点 C叫做临界点．超过这一点就
是流体相．由于它的存在，液-汽相变可以不经过相界．曲线 AB 也有象 C 一样
的终点吗？或者说有没有一个区域，其中固、液无法加以区别？回答是否定
的．其原因是固、液本身的对称性不同．*液晶(§ 30.1)是否是固、液无法区别的相？ 
物态方程 f (p, V, T) = 0实际上是三维“空间”中的一个曲面，而 pT或 pV

相图则是这一曲面的投影，如图14.3所示． 

§ 14.3  克拉珀龙方程 

沿图14.2中曲线之一，相平衡条件要求(指标 I 指高温相) 

( ) ( )pTpT , , III µµ =  
III dd µµ =                        (14.3.1) 

按照吉布斯-杜罕方程(12.4.9)式， 
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沿共存曲线，我们有 
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                  (14.3.2) 

利用关系 mm TSH −=µ (即G = H – TS)可知跨越相界有 

mm0 STH ∆−∆=  

 

图 14.3  三维相图 
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(14.3.2)式可以写为 

mm

m
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

 l

                (14.3.3) 

这个方程叫做克拉珀龙方程(Clapeyron's equation)．它给出了共存曲线的斜率，
其中l叫做潜热(latent heat)．从低温相变到高温相，物质吸收潜热．前面已经提
到过，潜热的来源是热质说．从本质上讲，潜热是由于物质在不同的相有着不

同的结合能．例如，融解潜热就是与固相结合能及液相结合能之差有关． 
由于液相的摩尔体积 VmL比气相的 VmV小很多，而对于气相，理想气体近
似适用： 

p
RT

VV =<< mVmL  

汽化曲线的斜率可写为 

 
d
d

2
V

RT
p

T
p l=                      (14.3.4) 

在沸点 Tb附近，对它积分可得： 

 ln bV

C RT
C

p
p l

−=  

利用以下数据， 
( ) CCbV 4.56.0~ RTTT =l  

或所谓的 Trouton法则(Trouton's rule)， 

 9
b

V =
RT

l
                       (14.3.5) 

可以作进一步计算． 
实用的固体的蒸气压与温度的关系为 

 lnln TDCT
T
BAp ++−=              (14.3.6) 

克拉珀龙方程适合于一级相变．由于 
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Sm、V m的不连续意味着化学势的一阶导数不连续，这就是命名的根据. 
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水的 pT图如图14.4 所示．融解曲线叫做冰线，升华曲线叫做霜线(frost line)，
汽化曲线叫做蒸汽线(steam line)．对蒸汽线，

在远离 TC时，可以认为对小的温差 V是常量． 
在沸点附近，我们可以利用以下数据计算

水的蒸汽线的斜率： 

K15.373
kgJ10 3.22

kgm6730.1
5
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3
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V
 

计算结果是 
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而实验结果是 
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我们也可以应用 Trouton 法则，所用近似将导致： 

KPa1044.29
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对此结果有何评论，太坏吗？ 
冰点(Ice point)是在大气压之下，当空气加水蒸汽、冰以及空气加水共存时

的平衡温度．为简化起见，我们把它近似作为冰和纯水的平衡温度．已知冰的

摩尔体积 Vmi 大于水的摩尔体积 Vmw，这造成了融解曲线非常特殊的负斜率，

冰点 Tice必然低于三相点 Ttr．沿着冰线(融解潜热为 F)有 
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空气的溶入贡献一个附加的 –0.0023K．所以 

K15.273K8009.0trice ≈−= TT  

通常pVT系统不只一个固相．冰在直到1010Pa的范围内至少有9个不同的相，见

图14.5． 

 
图 14.4  水的相图 

T 

C 
A

p
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§ 14.4  高级相变 

艾伦弗斯特(Ehrenfest)给了一个相变阶数的定义：如果化学势的第 N 阶导
数是第一个不连续导数，则这个相变就是第 N 级相
变．这与上一节所述相一致． 
在一级相变中熵和体积不连续，而在高阶相变
中，熵和体积是连续的．图14.6中，显示了熵变化
的两个例子．在高阶相变中，化学势的高阶导数如

比热容、压缩率、磁化率等等是不连续的： 
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从图14.1、图14.2和图14.4 我们知道 pVT系统存在着临界点、临界等温线
等等．在临界点，系统行为非常特殊，物理学家们进行了很多研究．事实证明，
所谓临界现象其实就是二级相变．所以水就是具有二级相变的系统．但是由于

历史的原因，临界现象的名称还是被广泛地使用．磁系统是另一个具有高级相

变的系统，它与 pVT 系统是非常相似的(为方便起见，我们称后者为 p、ρ、T
系统)．两者的临界点和等温线的对比情况显示于图14.7之中． 

 
图 14.5  冰的九个相 

 
图 14.6  熵变化的例子 
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超导电性(superconductivity)最早是在 1911年由昂尼斯(Onnes)首先发现
的．巴丁、库柏和施立弗(Bardeen-Cooper-Schrieffer)于 1957年，提出了超导电
性的 BCS 理论[3]并因此而获诺贝尔奖． 
超导电性的主要特征是无限电导和理想抗磁性(diamagnetism)．典型的电阻
-温度曲线如图14.8所示,图中标出了转变温度和零电阻温度． 

 
1

     0    C ∞→=→∝→ σ
ρ

ρ ；； RTT
 

对于钇钡铜氧(Y Ba Cu O)等氧化物超导体，转变
温度达到了液氮温区，而其中 TC最高的汞系氧化

物可达 TC ~134K．注意，理想导体如银、铜等并
没有超导相变． 
究竟超导的哪一个特征更基本呢？实验上，我们有迈斯纳效应(Meissner 

effect)．图 14.9 显示出对一超导体加磁场，磁通会全部在体外；而当在正常相
时加磁场，磁通可以穿透．但是，当温度降至转变温度以下时，磁通被完全排

出超导体外．根据电磁学理论，我们有 

EB ×∇=
∂
∂ −

tC
1

 

       
图 14.7  磁系统与 p、ρ、T系统的相似性 

 

图 14.8  电阻-温度曲线 

 
 超导相                                正常相                           降温至 TC以下 

图 14.9  迈斯纳效应 
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CB
j

= →





×∇ →∞σσ  

这样，由无限电导造成磁感应强度是常值，而迈斯纳效应进一步说这个常值只
能是零．在这个意义上，完全抗磁性比无限电导更为基本．磁通不能穿过超导

体还与持久电流(persistent current)现象相一致．如图 14.10所示，当移去磁场时，
磁通不能横过超导体．中间部分得以保留下来．而根据零电阻解释，则是电流
维持着中间的磁通． 
超导相变的相图见图14.11．当磁场为有限时，相变是一级的．磁场为零时，
相应于高级相变．在超导-正常相变中，比热容的不连续现象可参见图11.7． 

艾伦弗斯特的分级方案存在一些问题．在某些情形 Cp、κ 趋向无穷；在有
些相变(KT 相变)中，热力学函数是奇异的：  

F
b

t
t

T T
T

∝ −





≡
−






exp 1 2      C

C  

再加之二级以上的相变极少，因此，该方案并不理想．在现代相变理论中只区

别一级和高级相变． 

*§ 14.5  现代相变理论中的一些概念 

一般说低温相比较有序，而高温相不太有序或根本无序．为了表达有序的

程度，我们定义一些参量，它们在无序相是零而在有序相取有限的值，这就是

序参量(order parameter)．序参量可以是标量、矢量、张量或复数．序参量的数
目可以是 1个、2个、3个 ⋯⋯．例如，液体和伊辛(Ising)磁系统 n = 1，超导
和超流 n = 2，海森伯(Heisenberg)磁系统 n = 3．液气密度差、磁极化强度就是
序参量的例子(图 4.12)． 

           

 
图 14.10  持久电流图                                               图 14.11  超导体的相图 

移去磁场 

B 正常相 

超导相 

H 

T 
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磁系统的序参量 s 是用最大磁化约化的磁化强度矢量． 

00 μ
μ

μ

==

=

M

n

Ms

M

                    (14.5.1) 

当构成体系的所有磁矩都整齐排列时，序参量的大小为 1，而当磁矩完全

杂乱无章时序参量为零． 
在高级相变中ΔS =ΔV = 0，序参量是连续变化的，而对称性却发生突变．图

14.13 是结构相变的例子，格点参数无论怎样小的变化都会使对称元素突然减

少．左边方格有 8 个对称元素，而右边只

有 4 个．对于一个磁系统只要有无限小的

一个磁化 M → 0+ 就会引起对称破缺

(symmetry breaking)．*严格的一维系统不存在

连续相变．

 

为了描述序参量 M(T)、( ρL – ρG) /ρC

以及(二级)相变点上不连续的量 c、κ、χ
等在临界点的行为，引入临界指数(critical 
exponents) β 、α、α ' 等等．例子如下： 
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(14.5.4) 

按照范德瓦耳斯方程，指数β = 1/2． 
1945 年古根汉姆(E. A. Guggenheim) 收集了 8 种气体的汽液共存数据，发

现最好的拟合指数是β = 1/3， 

             
图 14.12  p、ρ、T 系统和磁系统的序参量 

 

图 14.13  结构相变中的对称性降低 
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这一结果被认为是相变研究的里程碑，自此开始了现代相变研究的新纪元． 
统计模型(statistical model)是研究临界现象的有力工具．最简单的磁系统可

以用伊辛模型(1920, Lenz-Ising model)来模拟．模型由格点上的自旋组成，自旋

只能取±1/2 两个数值．1944 年昂萨格(Onsage)求得了二维伊辛模型的严格解．在

一次学术会议上他写下了β = 1/8．可是直到 1976 年谢世，他都没有发表有关细

节．一般公认的是杨振宁 1952 年发表的结果[5]．三维伊辛模型更接近现实的磁

体，可是尚未有严格解． 
相变现象可能远比我们想象的广泛．例如长途电话的挂通与否与其途经的

各节点的畅通概率有关，这类问题属于所谓几何相变，也包括网络或渗流

(percolation)问题．其中造成相变的因素是节点的占据概率．相变现象也许还将

延伸到包括夸克的核系统、宇宙弦、真空相变等等．在生物学的领域中，存在

着与结构相变很类似的变化．例如蛋白质分子是长链螺旋结构，当加热或酸、

碱作用下螺旋结构将解体而变成无规线团．这种螺旋-线团变化(helix-coil 
transition)是突然发生的．在溶液中蛋白质折叠成球状，加热等作用也能使之改

性(denaturation)，出现球和无规线团结构的变化．这时蛋白质的一级结构并未

破坏．煮熟的鸡蛋不能孵出小鸡来，就是因为其中的蛋白质已经改性了．具有

双螺旋结构的脱氧核糖核酸(DNA, deoxyribonucleic acid)在加热到 65°C ~ 70°C
时也会发生螺旋和无规线团的变化，同时溶液的黏性和光学性质也要发生变

化．非常特殊的情形是离子阱(ionic trap)．当离子(比如说 2~50 个)约束在激光

阱中时，可以呈现云雾相和晶相——库仑团簇．霍分奈格(Hoffnagle)等人认为其

中存在着序和混沌相变[6]． 

习    题 

14.1. 1 mol 服从范德瓦耳斯状态方程的气体，如果它的内能由式 u = cT – a/Vm给出，其

中 Vm为摩尔体积，a 是状态方程的常量之一，c 为常量．计算摩尔热容量 CV和 Cp． 
14.2. 范德瓦耳斯临界等温线有一个拐点—— 临界点．求临界点的参数 pC、VC、TC (用 a、

b、nR 来表示)． 
14.3. 以 pC、VC、TC作单位度量 p、V、T，将范德瓦耳斯方程无量纲化． 
14.4. 氖的三相点温度是 24.57K．在这一温度融解潜热和汽化潜热分别为 

molJ8041     ,molJ335 VF == AA  

求升华潜热AS 和 1mol 液氖蒸发时的熵变ΔS． 
14.5. 设气体遵循下列 Dieterici 方程： 
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( ) RTV
a

RTbVp
−

=− e  
求临界点处的

RT
pV

的值． 

14.6. 水在 298.15K 时蒸汽压是 3166Pa，在 273.16K 时蒸汽压是多少?已知在这两个温

度的汽化潜热为 

molJ06845)K16.273(     , molJ01044)K15.298( VV == AA  

14.7. (a)图中给出 pV 图上温度分别为T 和 T+ΔT 的两条等

温线，这两条等温线正好通过气液相变区．考虑在图上阴影区

建立一个卡诺循环，试导出相变区蒸气压与温度所满足的方

程： 

VTT
p

Δ
=

A
d
d

 
其中A 为摩尔潜热，ΔV为1mol物质的气液体积差．(b)在压强为一个大气压时，液氦的沸点

为T0 = 4.2K．现在不断地抽取氦气，使蒸气压减小到pm << p0．假定潜热不依赖于温度，而

氦蒸气的密度远小于液体的密度，求与蒸气平衡的液体的近似的温度Tm，并把结果用A 、T0、

p0、pm和其他一些常数表示出来． 

14.8. 氢的三相点温度为 T = 14K．在这一点上，固氢的密度是 81 kg/m3，液氢的密度为

71kg/m3．液体的蒸气压由下式给出： 

( ) ( )Kln3.0
K

1223.18Paln T
T

p −−≈  

而融化温度为 

Pa32510133
114

K
m pT

+=  

(a)计算 3 个潜热在三相点的数值．用 R 表示，精确到 5%．(b)计算三相点上固体曲线的斜率． 
14.9. 在一级相变过程中证明：(a)整个系统的熵变是总体积的线性函数；(b)能量变化是 
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14.10. 超导-正常相变的边界可由临界磁场公式来表达： 
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利用自由能的微分表式 
( ) HBTSHTG dd,d mm −−=  

其中 B、H 分别为磁感应强度和磁场强度，求沿相界的熵差、潜热．试对潜热加以讨论． 

 
题 14.7 图 
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14.11. 范德瓦耳斯气体有气液相变．范德瓦耳斯等温线的麦克斯韦结构可以表达为 

( )LGd),(
G

L

VVpVVTp
V

V

−=∫                                                      (1) 

( ) ( )LG VpVp =                                                               (2) 
证明：利用约化变量 

1       ,1
CC

−=−=
V
V

T
T

vε  

(1)式和(2)式可分别写为 

{ } 044 32 =+−Δ vvv εε                             (3) 
{ } 064 32 =+−Δ vvv εε                             (4) 

式中Δ表示对汽液两相的值求差．注意 vG > 0, vL < 0．实际上(3)式和(4)式给出了范德瓦耳斯

气体的一个临界指数：β = 1/2． 
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§ 15.1  电荷和库仑定律 

电荷(charge)是基本粒子的一个性质，它不能存在于这些粒子之外．电荷是

一个基本概念，只能通过其存在的后果来描述．下面我们将对此一一叙述． 
电荷有两种．1747 年富兰克林(Benjamin Franklin)发现了电，并命名了正电

和负电．我们沿袭这样的约定：用丝绸摩擦的玻璃棒带正电，用毛皮摩擦的塑

料或封蜡棒带负电．实际上，“正”和“负”的规定是完全随意的．我们将在§29.5
中通过粒子衰变过程在基本层次上定义“正”和“负”． 

熟知的事实是所有的电荷都是等价的，代数可加的；同号电荷相斥，异号

电荷相吸．电中性的物体是自然界中最常见的． 
电荷是量子化的，即离散变化的．基本电荷是 

C10(63)6241761.602 19−×=e                 (15.1.1) 

这里C(库仑)为电量的SI单位，它是导出单位．A(安培)是SI基本单位．1C = 1A·s. 
那么 e 是否是最基本的呢？在夸克模型(quark model)中，夸克带分数电荷

(fractional charge)，相应的“反夸克”带等量而符号相反的电荷： 

( ) ( ) ( )

eee
3
1

strange

3
1

down

3
2

up

−−

夸克奇异夸克下夸克上  

在这一模型中，夸克被认为是受到“禁闭”的，这也许是对找不到自由夸克的

一种自圆其说．在 1977 年至 1981 年间，费尔坂克等(B. Fairbank et al) 曾报导了

在实验中发现超导铌球上存在分数电荷±e/3，他们用的铌球直径约 280µm、质

量约 10–7 kg．然而尚未见到有关这方面的进一步报导[3][4][5]．也许令人难以置信，

就在检测基本电荷的同时有可能发生了第一例观察到分数电荷的事件，1909 年

密立根(Millikan)在一篇论文[1]的结论段中写道： 

"...I have discarded one uncertain and unduplicated observation apparently 
upon a singly charge drop, which gave a value of the charge on the drop 
some 30 per cent lower than the final value of e." 

意思是在一个油滴上出现的数据，由于不太确定，未重复出现而被他丢掉了；

这一电荷数据比最终得到的 e 值低 30%左右．我们赞赏密立根对单个数据处理
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的严谨态度，而这一段文字使得他有可能成为第一个观察到分数电荷的人．到

目前为止，分数电荷仍然是一个悬而未决的命题．不过应该注意，即使上述分

数电荷存在，它们仍然是量子化的，只不过新的基本电荷是原来的 1/3 而已． 
另一个重要事实是不管在宏观尺度上还是在微观尺度上，电荷总量是守恒

的．在微观世界， 
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2

234
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每一粒子都有对应的反粒子(如 ee+、 pp )，它们的质量、半衰期等相同、但电

荷量相反(详见第三十章)．如果把所有的粒子换成反粒子而反粒子换成粒子这

样形成的世界与我们现在的世界是不可区分的，这叫做电荷共轭对称(Charge 
conjugate symmetry)． 

有电荷就有质量，换言之，零静止质量的粒子只能是电中性的． 
库仑(Charles Augustin de Coulomb, 1736—1806)于 1785 年提出了后来以他

的名字命名的定律——库仑定律．该定律说电荷 q1作用在电荷 q2上的力为 

 12123
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21
21 FrF −==

r
qq

k                                   (15.1.2) 

其中常数 k 可用库仑扭秤(Coulomb torsion balance)来测定(后来卡文迪许用扭秤

来测量引力常量)： 

2

2
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π
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ε

k                                  (15.1.3) 

式中常数ε0是真空电容率(permittivity)，又称真空介电常量(dielectric constant)： 
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2
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C10817187854.8
⋅

×= −ε                       (15.1.4) 

库仑定律只适用于点电荷，所以其中的两电荷间的距离 r12永不趋于零．物

理上一个点电荷可以是 nm、Å、fm 尺度．有限大小的电荷之间的力当然无法

用单一的距离来表达，这种情况下，可以考虑在小体积元之间应用库仑定律，

然后通过矢量的求和或积分来求合力．库仑定律是两体相互作用．当存在两个

以上的点电荷时，只存在两两之间的作用． 
库仑定律与牛顿引力定律类似，也是超距作用．按照现代观念，相互作用

是由场以有限速度传播的．库仑定律与万有引力定律都是平方反比规律，在数

量级上比较而言，引力要弱得多．至于库仑定律是否是严格的平方反比关系，

可以把 r–2写作 
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ε+2
1

r
 

而考察偏差ε 是否为零．现代实验表明： 
1610)1.37.2( −×±≤ε  

早年的几组实验所显示ε ≤ 0.06 (John Robinson), ε ≤ 0.02 (Henry Cavendish)． 
*有限的ε 值是和光子质量的有限值相联系的[6]．假如库仑定律偏离平方反比关系，则光

子将有有限的静止质量． 

例 15.1  在氢原子玻尔模型(Bohr model)中，电子和质子的平均距离是〈r〉 e-p = 0.053nm．试

分别估算库仑力和引力．  
解：库仑力为 
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引力为 
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所以在这一系统中，两者之比为 
39

g

e 10∝
F
F  

库仑作用占绝对优势． 

库仑定律的适用范围很广．宏观物体诸如电缆以至我们的人体主要都是靠

原子、分子间的库仑力而不是引力维系的．多亏了库仑作用，电子和核能够形

成原子，原子和原子能够形成分子．原子核的情况又如何呢？我们知道： 

Z (原子数) + N (中子数) = A(质量数)           (15.1.5) 
而核的大小约为 

m10 1531 −×∝ Ar  

一对质子间的平均距离为〈r〉 p–p ≈ 4.0 × 10–15 m，而库仑力为 
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既然有排斥作用，Z 个质子又是怎么能挤在这么小的空间范围内呢？要能形成
原子核，必定存在一种强的吸引力，这就是核力或强相互作用．对于核力，目
前我们并没有完全搞清楚，我们所知道的是： 

• 它作用于一对核子(中子或质子)之间； 
• 力程甚短，仅在最近邻核子间起作用； 
• 它随着质量数 A的增加而趋向饱和． 

在图 15.1中，可以看到轻核处在 N = Z 线上，库仑力相对而言不太重要．对于
较稳定的重核，则包含较多的中子以冲淡总的库仑斥力． 

在核裂变和α 衰变中库仑力起了重要作用．粗略地说，它们都是排斥、分
裂趋向的结果． 
 

§ 15.2  静电场 

库仑力是一种超距作用，它是一电荷瞬时直接地作用在其它电荷上的．现

代物理的观点认为，一电荷的作用通过围绕着它的场传递到其它电荷上，这种

 
图 15.1  黑色为稳定核、阴影为放射核 
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情况与质量周围的引力场作用完全相同．电场可以看作是一个力场或力的分

布．以后我们会发现电场具有独立存在性，这和电荷对物质的依附性是截然不

同的． 
电场强度的操作性定义为 

000

lim
qq

F
E

→
=                                             (15.2.1) 

式中 q0是检验电荷，F为检验电荷所受的力．对于取极限的过程，我们应该区
别是物理上的还是数学上的极限．从物理上说，至少在目前阶段我们不能要求

电荷小于 e．由于这一操作性定义来自于力，所以电场也是一个矢量场，矢量
叠加法则适用．点电荷 q周围的场可以容易地求得为 
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为了使电场的分布形象化，表达某一点电场的方向和大小可以采用“电场
线”的概念．首先，让电场线上任一点的切线给出那一点场的方向，即 
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其次，使通过单位截面的场线数目正比于场的大小．电场线可以加深我们对电

场的印象，但是难于给出定量的描述，特别是对运动电荷来说就更困难． 

例 15.2  求点电荷周围的电场线方程． 

解：电荷周围的电场为 
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在 xy平面，我们可以写 
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容易得到曲线族的方程为 
xky =  

它是从点电荷辐射出的一族直线． 

 

对于电荷组的电场，我们可用矢量叠加法

则来求解．最简单的点电荷组合是等量异号电
荷对，如图 15.2 所示．我们称之为电偶极子
(electric dipole)．电偶极子周围的电场可以计算
如下： 

 

图 15.2  电偶极子 
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jiE yx EE +=                     (15.2.4) 

其中 
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可以通过编制一个小小的计算机程序而得到电场分布图．而我们真正感兴趣的

是远离电荷对(r >> a)的区域(称之为远场区)的场，这种情况下，可以将 a/r 作为

小参数而把上面的表达式展成级数，就有 
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这种场称为偶极场(dipole field)，而 q a p⋅ ≡2 称为偶极矩(dipole moment). 
除了角度因子外，偶极场的数量级是 
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由于偶极子的净电荷为零，偶极场将不包含量级为 q/r2 的项——单极场

(monopole field)． 
对偶极场的计算也可以用矢量形式(图 15.3)进行： 
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图 15.3  电偶极子 
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位置矢量垂直或平行于偶极矩时的场可求得为 
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对于偶极矩我们可以作一般的定义．对于一个点电荷，可以定义 

rp q=                        (15.2.10) 

为它的偶极矩，其中 r为从坐标原点 O指向点电荷 q的位置矢量．显然这样定
义的偶极矩与坐标系有关．对于一组点电荷，偶极矩是 

  ∑=
i

iiq rp                                         (15.2.11) 

可以证明当净电荷为零时，偶极矩与坐标原点的选择无关(试加以证明)．这意味
着只有对这种系统，偶极矩才有实质性的意义；而净电荷不为零的系统的偶极

矩只有相对意义．应该区别偶极子与偶极场的概念．一般说电偶极子周围的电

场可以分解为偶极场、四极场(quadrupole field)、八极场(octupole field)等等．对
于间隔无限小的有限的偶极矩，情况比较简单，这时只有偶极场． 
对给定的场 E，点电荷 q所受的力是 qE．一个偶极子在均匀电场中(图 15.4)
将根本不受力， 

0=−+= EEF )( qq         (15.2.12) 

但是可能受到力矩．关于原点O的力矩是 
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于是，偶极子的运动方程是 
 sin θθ &&IpE =−                                        (15.2.14) 

式中 I为偶极子转动惯量．该方程有振动解，小振动的周期是 

pE
I

T π= 2                                          (15.2.15) 

在非均匀场中，一个电偶极子将受到力和力矩的作用，力以及关于中心的力矩

分别为 

 
图 15.4  电场中的电偶极子 
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对于平衡问题，仍然是用势能曲线的方法求解较好．我们可以用外力矩

Mext (逆着均匀电场的力矩)所做的功 Wext 来定义一个电偶极子在静电场中的势

能 U： 
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式中 
CU +⋅−= Ep                     (15.2.18) 

C 是常量，它取决于势能零点的选择． 
当电荷是连续分布时，我们可以将上面的结果加以推广．一电荷分布 q(r')

周围 r 处的电场为 
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利用电荷分布的几何对称性将使计算简化． 

例 15.3 求电荷线密度为λ 的无限长线电荷周围的电场． 
解：采用柱坐标较适合．如图15.5 所示，根据对称性，我们知道场只有ρ 分量． 
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图 15.5  例 15.3 
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例 15.4 求电荷线密度为λ = q/(2πR)的圆环周围的电场． 

解：如图15.6 所示，电场与ϕ 无关(旋转对称)且上下对称．我们只列出最简单的结果──

过环心沿垂直轴的场． 
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对于 z >>R， E ?  1/(4πε0)×q/z2，即点电荷场． 

这一结果可以推广到电荷盘． 
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对于无限大电荷平面，也可求得为 
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下面我们以矢量形式给出一个电荷圆环在任

意场点的解，参见图15.7， 
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保留到(R /r)2的结果是 
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注意辨认花括号中的第一项是单极场，而第二项为四极场．这里没有偶极场，

因为带电圆环相对于中心的的偶极矩是零： 

p = ′ =∫ ρ Rdϕ λ 0  

 

 

图 15.6  例 15.4 

 

图 15.7 
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§ 15.3  高斯定律 

对于一个矢量场 v(x, t)，通过面积 A 的质量通量为 

A⋅= v m ρΦ            (15.3.1) 

对于一个外向法线的闭合面，有 
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电场是一个矢量场．电场通过具有外向法线的闭合面的通量为 

∫ ⋅= SEE dΦ                       (15.3.3) 

高斯定律(Gauss' law)指出， 
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其中 qin是闭合面内的电荷． 
我们可以从高斯定律推得库仑定律．对于一个点电荷，由于它所具有的对

称性，选取球形高斯面是适合的，球面上的电场 E 必定处处垂直于面元 dS，且

有相同的大小．根据高斯定律，得 
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电场强度和检验电荷 q0所受的力分别是 
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如果从库仑定律出发，考虑电荷 q 中的一部分 dq 所产生的电场 dE，它造

成的通量为 
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图 15.8  质量通量 
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式中 

S
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是面元 dS 相对于矢量 r – r ′的原点(即 dq)所张的立体角，只有 dq 在 S 面内部的

部分 qin贡献一个结果 4π．所以 
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q
ε

Φ  

对此进一步积分可得到高斯定律．虽然净电通量只是曲面内的电荷所贡献的，

但就电场而言曲面上每一点的场仍然是全部电荷造成的总场．根据上面的论述

可能会认为高斯定律和库仑定律似乎是等价的，其实高斯定律对任何 E(t)都适

用，在这个意义上它比库仑定律更为基本． 
*由高斯定律可以得到关于 E 的微分方程(需要用到矢量分析中的散度定律): 

0
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ε
ρ

ε
ρρ
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=⋅∇
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⌡

⌠
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−⋅∇=⋅ ∫∫
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当一孤立导体上有过剩电荷时，导体内部会出现电场．这一电场将驱动电

荷运动直至达到静电平衡态．这时电荷不再运动，内部电场为零；电荷也不会

沿表面运动，平行于表面的电场分量也为零．整个

过程的弛豫时间的数量级是 ns．当然我们这里谈的

是宏观场，它是在大约 10–5 m的宏观尺度上的平均
(这里，孤立导体中组分和温度的均匀性是必要的，

否则完全可能出现非零的内场)．取表面下非常接近

表面处的高斯面(如图15.9)，对之使用高斯定律．零

内场将导致为零的净内部电荷．这一结论直接来自

高斯定律．因此可用来检验高斯定律和库仑定律．1755 年富兰克林就着手过此

项研究，他将一导体杯充电，然后检查内壁和外壁．富兰克林得到了肯定的结

果．此后乃至近代实验都用与平方反比律(库仑定律)的偏差来表达这一结果： 

ε+ 2
1~

r
F

 

图15.10 是一种检验高斯定律的装置．当外壁充电后，如果有电荷流向内壁我们

可以读取电流计读数．实验结果表明并没有这种电荷运动的迹象．根据仪器灵

敏度的知识，可以估算出ε的上限．实验得到最好的结果是 
 

 

图 15.9 

高斯面 
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( ) 16101.37.2 −×±≤ε  

这几乎是一种示零实验．我们可以提及与下列物理 
量或客体有关的示零实验： 

• 惯性质量和引力质量之差； 
• 以太； 
• 光子质量； 
• 中微子质量； 
• 磁单极； 
• 分数电荷． 

有关这类实验的评论可参见§ 9.1． 

例 15.5  求电荷线密度为λ的无限长导线的场． 

解：由于对称性，场在径向．对如图 15.11的柱形闭

合高斯面运用高斯定律： 

hE  2d 00 ρεε ρ π=⋅∫ SE  

hq λ=in  
所以有径向场 

ρ
λ

ερ
2

4
1

0π
=E  

将此处的求解方法与例 15.3 比较，显然用高斯定律求解要简洁得多．然而这种优点只有当

电荷对称分布时才存在，否则仍然需要求助于一般的积分方法． 

例 15.6 求电荷面密度为σ 的无限大电荷片的场． 

解：几何决定了场是均匀的且垂直于平面．对图15.12所示闭合面用高斯定律，得 

( )EAEA +=⋅∫ 00 d εε SE  

Aq σ=in  
所以 

02ε
σ

=E
 

 

 

图 15.10  高斯定律的检验 

 
图 15.11 

          
图 15.12 图 15.13 

反射镜 

观察点 
导体 

G 

d 
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例 15.7  求厚度为 d 的无限大电荷片的场． 

解：与上题的差别在于还要计算 z < d/2

的电场，高斯面如图 15.13所示，有 

( )

 
22

               

2  , 2

0

0







=

=+<

d
zdE

zAEAEAdz

ε
ρ

ρε

 

我们可以将电荷密度ρ分布和电场分布 E表示

在图 15.14中． 

*以上步骤对讨论所谓p–n结(p–n junction)的场是很有用的．在 p型和 n型半导体材料的

界面区，存在着注有反号载流子的反型层．这两层形成了一个p–n结．在p型一边 (x = 0到x = 

x p) ，密度是–nA e，而在 n型一边 (x = –xn 到 x = 0)密度是nD e．电中性要求nD x n = nA x p．直

接应用高斯定律得到： 

( )

( )
其它地方              ,                    0

0,

0,

pp
0

A
p

nn
0

D
n

=
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E

xxxx
en

E

xxxx
en

E

ε
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例 15.8 求电荷面密度为σ 的导体表面的场． 

解：对图 15.15底面积为 A的柱形高斯面应用高斯定律，因为 E in = 0 (见第十六章)，有 

Aq
EA
σ

Φ
=

=

in
 

AEA σε =0  
所以 

0ε
σ

=E  

如果导体厚度为 d，电荷面密度 ?? 将导致什么样的场？将结果与无限电荷板比较, 是否矛盾? 

应用高斯定律来求球对称电荷分布或均匀分布 

C
Rrr

=
≤=

ρ
ρρ )(     )( 

 

的场特别方便．*可否将这一方法用来处理引力问题？ 

例 15.9  地球表面有一向下电场 E ~ 130 N C，求地球表面

的电荷密度． 

解：可以用高斯定律得出电荷 

2
00  4d ⊕π−=⋅= ∫ REQ rεε SE  

 

图 15.14 

 

图 15.15  例 15.8 

Ein= 0 

E ρ 

O 

O d/2 

d/2 
z 

z 
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C1092.5 5×−=Q  
电荷面密度为 

29

2
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mC130
1094

1

4

−

⊕

×−=

×
××π
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例 15.10 介电强度(dielectric strength) Eb 是使材料被击穿的最小场强．对干空气， 

CN103 6
b ×≥E  

求半径为 R的球上，所能容的最大电荷量． 
解：用高斯定律及介电强度的定义，有 

 4 b
2

0 ERQ επ≤  

当 R = 10- 2m, Q = 3.3×10- 8C；而当 R = 1m，则 Q = 3.3×10- 4C．由此可以看出 1C是多么大的

电荷量！ 

高斯定律用于原子模型(图15.16)的讨论
可以直接得到结果．在汤姆孙的布丁模型中，
正电荷均匀分布在整个球上，则表面场强约

为 

CN104.4~
4

1 13
2

0

×
π

=
r
q

E
ε

 

当卢瑟福(Rutherford)用α 粒子轰击金箔时，
发现了背向散射事件．他认为假如汤姆孙模型是正确的话，这些事件就象用

38cm 炮弹轰击一张纸片而居然飞回来打你．若按照他本人提出的有核原子模
型，正电荷集中在原子中心，则涉及的电场比汤姆孙模型的要强得多，可达 

CN103.2 21×=E  

那么正电荷集中在多大的区域？对于带电粒子间的散射，可以参见§ 4.4．利用
库仑力和引力同为平方反比的事实，容易直接得到所需结果． 

例 15.11 求原子在外电场 E0中的感应偶极矩. 

解：从图 15.17可知，原子核所在处合场强为 

( )
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4
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3
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0
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−
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xZe
EE
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RE

x
3

0
00 4 επ=  

 
图 15.16 

 
图 15.17 

0.1nm 

R 
x0 

E0 
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感应电偶极矩为 
3

000 4 REZexp επ==  

如果 E0突然撤去，将会发生什么？ 

§  15.4  电势 

点电荷周围的电场为 

rE 3
04

1
r
q

επ
=  

由于 

rr
1

3
−∇=

r
 

电场可以改写为 

V

C
r
q

r
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                (15.4.1) 

式中 V 称作电势，而 C是一常量．当指定的参考点的电势决定以后，这个常量
就决定了．电势的 SI单位是 V(伏特)，所以电场的单位就是 V/m．由于梯度算
符是线性的，所以电势满足叠加原理． 
人们似乎更愿意做微分而不是积分，引入电势至少可以部分地满足这种偏
爱．考虑在电场中沿某一曲线 C (图15.18)上 A、B两点间的积分： 

∫∫ ∇⋅=⋅−
B

A

B
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VllE dd  

由于 

V
z

V
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y
V

y
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V
xV ddddd =
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∂ 
∂
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是全微分，所以上述积分只依赖于上下限而与所选的
路径无关，即 

 dd ∫∫ −==⋅−
B

A
AB

B

A

VVVlE                                (15.4.2) 

这一结果可以清楚地从点电荷的情形得到验证： 

 
图 15.18  全微分的积分 

B 

C 

A 



第十五章  静  电  场 278 

( )
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现在对给定的电荷分布，我们可以两种方法来处理电学问题．一种是先求电势，

然后求导得到电场．另一种是先用直接方法或高斯定律计算电场，然后积分求

得电势．这两种方法是等价的． 
*泊松在 1813 年首先引入静电势，它是泊松方程 

0ε
ρeV −=Δ  

的解．在得到了高斯定律的微分形式以后，结合(15.4.1)式就可得出泊松方程． 
电偶极问题可以利用电势表示来求解． 
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利用展开式： 
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电势是 
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电场是 
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对于连续分布的电荷，(15.2.19)式适用： 
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相应的电势的表达式是： 



§ 15.4  电    势 279 

CV +
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ε                               (15.4.3) 

*点电荷的积分中密度表达式如何写呢？可利用狄拉克δ函数(见附录 I)． 

例 15.12  写出均匀电荷圆盘轴线上的电势． 

解：设圆盘半径为 R，电荷面密度为σ ，则电势为 
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试讨论 z << R 的情形．在盘面附近电势应该如无限大平面

的情形．所以这里我们写出了无限大平面的结果．可是从前面的表达式以及近似，结果并非

如此．原因何在？务必搞清楚． 

例 15.13  求无限大电荷片周围的电势． 

解：已知无限大电荷片的场是 

 
2 0ε
σ

=E  

取片的电势为零，则 

  
2 0

dV
ε
σ

−=  

对于带电球或球壳，读者可查看第四章关于引力势类似的结果． 
等势面(equipotential surface)是具有相等电势的点构成的曲面．在点电荷的
情形，有 

C
r
q

V =
π

=
04

1
ε

 

可见，等势面为同心球壳．如果要求画出点电荷情形下具有一定势差的等势面，

我们有 

 d      ,d
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1
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rCrr
r
q
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ε

 

对于一个电偶极子，可以取柱坐标系，z 轴在 a方向而原点在两电荷的中
间，有 

 
图 15.19  例 15.12 

r 
z 

ϕ 
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该表达式为 a 的奇函数．所以电势相对于 z = 0 的平面呈反对称，平面 z = 0 相

应于 V = 0，而整个电势分布与角度ϕ无关． 
沿等势面上 A、B 两点间的任何路径，因 VA = VB，据(15.4.2)式有 

0d =⋅∫
B

A

lE  

由于路径是任意的，这意味着电场 E 处处为零或处处垂直于等势面． 

§ 15.5  电势能 

考虑两个电荷 q1 和 q2 构成的系统．如果我们增加它们之间的间隔 r，外力

必须做功．若电荷反号则做正功，否则做负功．外力做功ΔWext可以表示为 
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               (15.5.1) 

这一结果表明，外力做功已转换成一种储存在电荷系统中的能量 U，这里 

C
r
qqU +

π
= 21

04
1
ε                                       (15.5.2) 

以间隔 6.0×10–15 m 的两个质子为例，电势能为 

eV104.2
π4
1 5

2

0
×==

r
eU

ε  
这比起热能来是相当大的． 

按照氢原子的玻尔模型，氢原子中电子绕质子作圆周运动，轨道半径为 

 nm0529.04 2

2
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称为玻尔半径(Bohr radius)．运动方程、动能、势能和总能量分别为 
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*这里可以求得电子的速度为 
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其中 
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这一无量纲量就是所谓的精细结构常数．在原子尺度上，这一常数十分重要． 
我们也可以考虑外力逆着电场对电荷 q0做功，这与电势紧密相关．设外力

大小与电场力相等但方向相反，当电荷从 A 点移动到 B 点时外力做功 
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可以认为外力做功造成了电荷-电场系统的势能增加，也可以说是电荷在场中

的能量增加了．这和(15.5.1)式相一致． 
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式中 V1是 r1 处的电势，V2是 r2 处的电势． 
对于点电荷组，有 
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第十五章  静  电  场 282 

上式的第一行适合于分立电荷，常用来作数量级估计，类似于引力问题．比如

一个星系由 1.6×1011 颗星组成，每颗的质量大约为 m ~ 2×1030 kg，平均间距为     
R ~ 1021 m，则引力势能为 
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(15.5.5)式的第二行则适合于用来推广到连续分布情形．这里 Vi是除了 qi以外所

有其它电荷在 ri的电势． 
考虑一离子晶体模型(参见§ 26.3)，见图

15.20．其中正负离子相间排列，间距为 a．我
们先计及一个离子在所有其它离子的场中的库
仑能，不妨称此离子为 1 号，则 
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这里 2ln2 叫做晶体的马德隆常数(Madelung constant)．它是离子晶体的结合能
的测度． 
讨论：如果链是有限长的，结果将怎样呢？可以写一个程序以链长作为输

入参数．如果最后的间隔是 a–d 或 a+d 而不是 a，则可以考虑哪一种结构更
稳定．*考虑一半无限长的链，此时解析解是可能的．在计算过程中，边缘(或端点)
的情况将影响一有限链中间的结果．这种影响叫做边缘噪声(edge-noise)． 
对于连续的电荷分布ρ ，有 

( ) ( ) τρ ′′′= ∫ d 
2
1 rrVU                 (15.5.6) 

一个半径为 R的球状分布电荷 q的自能可计算如下： 
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图 15.20 
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利用另一种方案来计算也许更简便： 

( )


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               (15.5.8) 

假定电子具有有限结构，但又缺乏关于密度分布的进一步知识，我们可以

作量纲分析，定义出经典电子半径(classical electron radius)． 

2
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          (15.5.9) 

这就是所求的经典电子半径． 
电势能 U 位于何处？是在电荷周围吗？在讨论引力的时候，我们只提及系
统的引力势能而没有对这样的问题作进一步探究．现在我们期望有一个较好的

陈述，不过在静电范围内实际上无法说清楚能量究竟在何处．若过渡到电磁
场，我们可以说哪儿有场那儿就有能量．利用算符的性质，我们可以证明下列

积分就是电势能： 

( ) τ
ε

τ
ε

d
2

d
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⋅=

∫

∫
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U
 

利用矢量分析和散度定理，可以将其重写为 

[ ]

∫∫

∫
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d
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d )(
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VV
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EE
 

∫= τρd
2
1 V                                                         (15.5.10) 

在上式的第四行利用散度定理得到的一个闭合面积分，当闭合面远离电荷时可
忽略不计： 

r
rr

r
V

r
V

r
E 1d 1d  , 1  , 1

312
→∝⋅∝∝ SE  

所以能量可以用场来表示，电场的能量密度为 
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EE ⋅=
2
0ε

u                     (15.5.11) 

当把这一表达式用于点电荷时会出现问题．在这种情况下，有 
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即当 r → 0 时出现发散．当考虑如此小距离范围的能量密度时，点电荷的概念

不再有意义．此时我们可以试着赋予点电荷一定的结构(球、球壳或其他形状)，
就能避免发散．解决此问题的另一途径是任能量无限大而只考虑能量的变化． 

当两个电荷存在时，场是两者的场的叠加．相互作用能量是 
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利用(15.5.10)式所采用的方法，上式可以表示为 

)(
2
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2
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2211
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VqVq

VVU

+=

+=Δ ∫ τρρ
 

这恰恰是(15.5.4)式．这说明场的概念有助于我们理解(15.5.4)式或(15.5.5)式的

意义． 
 

习    题 

15.1. 两个自由点电荷分别带电 q 和 4q，相距 d．若放入第三个点电荷并使整个系统保

持平衡，求第三个点电荷的位置和所带的电荷量．该系统的平衡是稳定的

吗? 
15.2. 粗略估计一杯水中所有正电荷的电荷量．设一杯水的体积为

3cm250 ． 
15.3. 如图，一种典型的电四极子是由两个电偶极子组成，试证明在

轴线上距中心 r (设 r >> a )的 P 点的电场强度为  
题 15.3 图 

P 

r 

a 

a 

+q 

+q 

−2q 
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4
04

3
r

Q
E

επ
=  

式中 Q = 2qa2称为电荷分布的电四极矩． 
15.4. 一个立方形的导体有 5个面接地，而第 6个面与其余 5个面绝缘，电势为φ0，问立

方体中心的电势是多少? 

15.5. 如图所示，一根半无限长的绝缘棒均匀带

电，电荷线密度为λ．试求图中 P点的电场强度的大

小及方向． 

15.6. 一根细玻璃棒弯成半径为 R的半圆形，等

量的正负电荷+Q 与–Q 分别均匀地分布在玻璃棒的

上下两部分(如图)．求圆心 P处的电场强度 E． 

15.7. 一质量为 m、带电 q > 0的粒子具有初动能 T，从无穷远处

向一个带电量为 Q的重原子核运动，设该原子核在我们的实验室参

照系中是固定的．(a)如果带电粒子很精确地正对着原子核运动，则

粒子与核的最近距离是多少?(b)若粒子的运动与(a)中相比有所偏

离，且粒子与核的最近距离为(a)中结果的两倍，求粒子在最近处的

速度大小． 

15.8. 如图所示，质量为 m = 1.0×10- 3 g 的小圆球带有电量

2.0×10–8 C．用丝线将它悬挂在一块垂直放置的大绝缘带电板上，丝

线与板的夹角为θ．试计算板上的电荷面密度σ． 

15.9 求具有相等厚度 0.5xm反型层而电荷密度为ρ(x)= –eax的 p-n结的

电场．a是常量． 

15.10. 求电荷密度为ρ = axθ(x)θ(d – x)的无限大电荷板的电场．a、d

是常量，θ 为阶梯函数： 

( )




>
<

=
01
00

 
x
x

x
，
，

θ  

15.11. 图中所示为 235U裂变时的理想化模型．假设两裂片体积相等，带电量相同；并假

设原先 235U的半径为 8.0×10- 15 m，原子核的组分具有相同的密

度．(a)计算两个裂片之间的相互排斥力；(b)求两个裂片间的相

互作用能． 

15.12. 电荷 Q均匀分布在半径为 r的球面上．证明：带有

电荷 dq 的小面元所受到的力沿径向向外，并由公式

2/dd qEF = 给出，其中 E为球面上的电场强度. 
15.13. 一个带总电荷 Q、半径为 R的导体球被切成两半，若要保持两半球还在一起，需

要多大的力? 

15.14. 给一半径为 R0的肥皂泡缓慢充以电荷 q．由于表面电荷的互相排斥，肥皂泡的半

 

题 15.5图 

 
题 15.6图 

 
题 15.8图 

 
题 15.11图 
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径将略微增大至 R．设大气压为 p，肥皂泡初始的体积为 V0，则体积膨胀至 V时，泡内压强

将降为 p(V0/V)．证明： 
( )3

0
3

0
2 32 RRpRq −π= 2ε  

15.15. 如图，长度为 L的细棒水平放置在 x轴上，其一端正位于原点(x = 0)，棒上电荷

分布的线密度为λ = kx，其中 k为常量．(a)设无穷远处的静

电势为零，求 y轴上一点 P的电势．(b)由(a)的结果计算 P

点场强的竖直分量 Ey；再利用积分的方法直接计算其结

果．(c)为什么 P点场强的水平分量 Ex不能由(a)的结果求导

得到呢? 

15.16. 在两个半径分别为 r1和 r2 (r1 < r2 )的同心球之间

填有电荷密度为ρ的绝缘物质．求距球心r 处的电势．分别

考虑：(a) r > r2，(b) r2 > r > r1, (c) r < r1. (d)在 r = r1和 r = r2

处电势连续吗? 

15.17. 如图，两块大的金属平板，彼此相距为 d，它们

的一个末端由一金属带连接．有一塑料薄片，电荷面密度为

σ，置于两金属板之间，与上板距离为 d/3．试求靠近上板和

下板的电场 E1和 E2． 
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第十六章  导体和电介质 

导体的特征是具有大量的自由电子．我们也可以从能量的观点来说明，构
成导体的原子的能级通常有不满的壳层，例如，11Na: 1s22s22p63s．当形成晶体
的时候，将存在能带 (见第二十八章) 而不是能级，如图 16.1所示． 

在导体中存在一个满带，一个禁带和一个导带．在绝缘体中，禁带较宽而导带

是空的．半导体也有一个空的导带；但是其较窄的禁带造成了可变的电导，出
现热激发也是可能的． 

§ 16.1  静电场中的均匀导体 

从§ 15.3 我们知道：静电平衡意味着导体内部电场 Ein = 0，导体内部宏观
电荷密度为零，电荷分布在表面上．这是在高斯定律或库仑定律以前就知道的

实验事实．另外导体表面切向电场 E// = 0，否则将有电荷沿表面流动．对表面
上任意两点 A和 B，我们有 

0d// =⋅−=− ∫ lE
B

A

AB VV                                     (16.1.1) 

即导体表面是等势面．Ein = 0也意味着导体中的电势直到非常接近表面的地方
都是常数值．由功的表达式 

)(0 ABBA VVqW −=                                         (16.1.2) 
表明电势是连续的，所以我们有 

CVV == sin  

这意味着整个导体是等势体．在大多数涉及导体的静电问题中，往往给出电势
而不是电荷．至于电场的垂直分量，可以用高斯定律得到为 E⊥  = σ /ε 0．在微

观尺度上，电场当然不是阶梯函数．图 16.2显示了一个模型计算[1]的细节． 

 

绝缘体                       金   属                       半金属                       半导体 

图 16.1  能带结构示意图 

空    带                       导    带 

禁    带 

价    带 
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静电屏蔽(electrostatic shielding)现象如

图 16.3 所示．导体中有一空腔．由于导体是

等势体，空腔的边界即导体内壁的电势为常

量．由于电势是连续的，可以期望空腔内电

势也是常量．因此 E = 0，外部世界将不影响

空腔内的情况．当在空腔内放入一带电体时，

导体的内壁和外壁都将有感应电荷．对图中

的高斯面应用高斯定律，可知内部的总电荷

为零．即内壁感应的异号电荷总量恰和放入

空腔的电荷抵消．而外壁电荷总量等于放入

电荷．然而外壁电荷的分布只与导体的几何

有关．即外壁电荷全然不知导体内部空腔壁

或空腔内电荷的存在．实际上，由于导体内

场强为零意味着内外电荷没有相互作用． 
当放入电荷与内壁接触时，它将与导体

内壁的电荷中和．净效果相当于将放入空腔的电荷转移到导体(表面)上．*这一

过程被用来使范得格拉夫发电机(Van de Graff generator)的球形“帽子”充电直到很高的电势． 
电荷面密度和表面曲率有关．所谓尖端放电，大致反映曲率半径小的地方

电场强度大，或者说电荷密度大．一个简单的模型可以给我们一些概念．假定

两个球形导体半径分别为 r、R，带电 q、Q；用一细导线连接它们，如图 16.4．由
于系统是等势体，我们有 

R
QV

r
qV

0
2

0
1 4

1
4

1
εε π

==
π

=  

电荷面密度是 

r
R

R
Q

r
q

=
ππ

= 22
2

1

 4
:

 4σ
σ

 

就是说电荷面密度反比于曲率半径．由于表面附近电场强度正比于电荷面密度，

所以较小的曲率半径相应于较高的电场： 

 1 ~  ~ 
0 ρε
σE  

电晕放电(corona discharge)现象是强电场引起的．尖端电极处于高电势时，

其周围的场强可以很高．当场强高达 3×106N/C 时，空气中的少量离子被加速

到很高的速度而撞击空气分子，由此造成大量离子，形成包围电极的电晕．空

气分子因碰撞而发光，因此可以看到辉光(glow)． 

 
图 16.2 

 
图 16.3  静电屏蔽 

 
图 16.4  电势和表面电荷 
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§ 16.2  电容 

一个孤立导体的电容(capacitance)的操作性定义为：导体上的电荷 q与电势
V(取无穷远处电势为零)之比，即 

V
qC =                                                 (16.2.1) 

电容依赖于导体的几何．提供电容的器件就是电容器． 
例如，半径为 R的球或球壳的电势和电容分别为 

R
V
q

C
R
q

V  4   ,
4

1
0

0

ε
ε

π==
π

=  

电容的 SI 单位是 F(法拉)．常用的还有µF、pF等． 

F10pF1

F10F1

VC1F1

12

6

−

−

=

=µ

=  

两个导体 A、B的电容可以定义如下： 

  
BA

A
AB VV

q
C

−
=                                          (16.2.2) 

在平行板电容器中，如果忽略边缘效应，有电场 

 
0ε

σ
=E  

上下两板之间的电势差是 

dEdVV
0

LU d
ε
σ

==⋅−=− ∫ lE  

于是电容为 

d
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A
V
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C 0
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 ε
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=
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利用电容的操作性定义，我们可以得到计算并联和串联电容的公式： 

 
11

 , 
Si

p ∑∑ ==
i i

i CC
CC                                (16.2.3) 
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例 16.1 求同心球壳的电容． 

解：假定内外球壳的半径分别为 R和 R’．让内球壳带电荷 q．间隙中的电场是 

( )RrR
r
q

Er ′<<
π

=    
4
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0ε  

电势差是 
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我们有 

RRC ′π
−

π
=

 4
1

 4
11

00 εε  
上式还可以改写为电容串联公式： 

RRC  4
1

 4
11

00 εε π
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′π
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而所求电容为 

RR
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q

C
RR −′

′
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−
=

′
04 ε  

当半径 R’趋向无穷时，它趋向于半径为 R的孤立球壳的电容．当 R和 R’都趋向无穷而 ′ −R R  

保持为常量 d，则系统变成平行板电容器，其电容 
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*同心圆柱电容器的电容表达式是什么？试讨论类似的极限过程． 

从§ 15.4我们知道，能量储存在场中．假定电池做功，将电荷 dq从平行板
电容器的一个板移到另一板，则所做的功是 

q
C
qqVW ddd =∆=  

积分后有  
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( ) UVCq
C

W ≡∆== 22

2
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1

                            (16.2.4) 

其中 U 即电场的能量，而能量密度是 

( )

2
0

2
0

202

2
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2
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2
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E
d
V

Ad

V
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VC

Ad
U

u

ε
ε

ε

=





 ∆=

∆
=

∆
==

            (16.2.5) 

这正是(15.5.11)式． 
*下面我们讨论电容器极板的受力情况．当电容器极板上的电量固定时，外力拉开其中

一板需做功 
UxFxF x dddext =−=  

极板所受的电力的表达式为 

 
q

x x
U

F 







∂
∂

−=  

我们已经知道面积为 A、间隔为 d 的平行板电容器中的能量为 

2

0

2

22
1

q
A

x
q

C
U

ε
==  

于是力为 

2

02
1

 q
Ax

U
F

q
x ε

−=







∂
∂

−=  

这是吸力，当然是可以预料到的． 

当电容器两极板和电池相连接时，电势差是常量．这种情况下外力(抵抗电力 Fx)做功和

电池做功使能量增加： 

UWxFx ddd B =+−  
其中，电池所做的功 

( ) ( )[ ] UVCVqqVW d2dddd 2B =∆=∆=∆=  

因此 
 dd  UxFx =  

静电力 

  
V

x x
UF

∆








∂
∂=

 

由于能量的表达式为 

 )(
2
1

)(
2
1 202 V

x
A

VCU ∆=∆=
ε  

相应的力是 
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2
2

0 )(
2

V
x
AFx Δ−=

ε  

§ 16.3  电导率和欧姆定律 

金属是导体，它的载流子是电子．电解液(electrolyte)和等离子体(plasmas)
也是导体，它们分别以离子或离子和电子为载流子．下面采用简单的模型来研

究导体中的电流，当数密度为 n 的自由电子在导体中运动时，电流密度为 

v)( en −=J                                            (16.3.1) 
可以求得平均速度 

τ
m
eTk EEE −

==+= )()( )( driftB vvvv                    (16.3.2) 

其中τ = λ/vrms．于是电流密度为 

EEJ   C

2

στ
==

m
ne                                      (16.3.3) 

式中σC 称作电导率(conductivity)．如果电导率是常量，上面的关系称为欧姆定

律(的微分形式)．电导率是导体的特征量，其 SI 单位是(W·m)–1．表 16.1 列出

了一些物质的电导率的值． 
电导率可以不是标量而是张量，这意味着 x 方向的电场可以引起 y 方向的

电流密度．其次电导率可以依赖于电场，这就是说在电流密度和电场之间可能

存在非线性效应．我们将利用电阻率或电阻来表达这一点． 

表 16.1  电  导  率 

材料 电导率/(W·m)−1 

银 6.2×107 

铜 5.8×107 

水 2×10–4 

熔石英 10–17 

电流可以通过以下关系与电阻以及电阻上的电压相关： 

R
V

A

VVA

EAJAI

=

==

==

ρ
σ

σ
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上面出现的电阻 R 只有当它是常量时才有意

义．换言之，电压与电流间有线性关系．在某些

情形，V – I 曲线并不是直线．图16.5 是隧道二极

管相应的曲线．在这种情形，可以不用一般的电

阻概念，而定义微分电阻： 

I
VR

d
d

=                      (16.3.4) 

当微分电阻小于零时，我们有所谓的负阻效应． 
通常金属的电导率随温度上升而减小；电介质和半导体的趋势是不同的，

电导率随温度上升而上升． 
*电流可以认为是电荷的输运． 

VCe ∇−=  σJ  
这个方程完全类似于能量输运方程： 

TQ ∇−=  κJ  

传导电子也输运能量和动量．人们可以期望在电导率和热导率之间存在某些关系．1900 年

特鲁得(Drude)曾用自由电子模型推导了热导率κ 和电导率σ 之间的一个关系，时间是在汤姆

孙发现电子后的第三年．特鲁得想象电子是气体分子那样的经典粒子，遵守麦克斯韦分布．所

以热容是 

B

A

 
2
3
2
3

kn

R
N
nCV

=

=

 

式中 n 是数密度．他又假定电子以方均根速度 vrms运动，故热导率为 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= Bsrm 2

3  
3
1 knλκ v  

与电导率的表达式 

rms

22

v
λτσ

m
ne

m
ne

≈=
 

相结合，可得比率是 

2
B

B

2
B2

rms

  
2
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2
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e
kTk

e
km

=

= v
σ
κ

 
或者构成普适常量形式： 

28
2

B KW1011.1
2
3

Ω⋅×=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛= −

e
k

Tσ
κ  

正确的理论结果应是 

 
图 16.5  非线性 V-I 曲线 

V 

I
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28
2

B
2

KW1043.2
3

Ω⋅×=





π

= −

e
k

Tσ
κ

 

除了概念上的错误以外，特鲁德还犯了一个数值上的错误，并因此得到了所求的比率为

2.22×10–8 W·Ω / K2．他的结果与当时的实验吻合得“非常好”.这一成果大大鼓舞了物理学

家对固体理论的研究．可是后来人们发现他的热容值比正确值大了两个量级，而动能比正确

的平均动能小了两个量级．问题的关键是电子遵守的是费米-狄拉克统计(见第二十七章)． 

§ 16.4  电介质 

我们可以列举另一类所谓电介质的物质：纸张、空气、熔石英、塔夫隆、
琥珀、云母、真空等等．电介质的特性是电绝缘性，其中的电子作绕核运动而

不是自由运动．如果考虑单位体积的物质，我们有偶极矩密度──极化强度
(polarization)： 

pPp n
V

==Σ
d

)d(
                                        (16.4.1) 

式中 n 是偶极密度．可以用极化强度予以很好描述的物质叫做电介质．电介质
分三类：极性电介质、非极性电介质和铁电体． 
极性电介质(polar dielectric)的分子有永久电偶极矩．例如： 

mC1043.3                     ,HCl

mC1000.4                      ,CO

mC1003.6                    ,OH

30

31

30
2

⋅×

⋅×

⋅×

−

−

−

 

在极性电介质中，我们考虑的对象是原子或分子的电偶极矩．一个自由电偶极
子在电场中有势能 

CpECU +=+⋅−= θcosEp             (C为常量) 

如果大数偶极子遵从玻耳兹曼统计，则偶极矩的平均为 

 
cosde

cosde cos

de

de

 cos

 cos

 

 

B

B

∫
∫

∫
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=

=
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−

θ

θθ

Ω
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θη

θη

p

TkU

TkU

k

p
p

              (16.4.2) 

式中 η = pE/kBT，由此可得出 
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y
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                  (16.4.3) 

括号中的函数称为朗芝万函数 L(Langevin function)，如图16.6 所示．在通常的

温度下，η << 1，即使电场 E 高到材料

的介电强度仍然如此．在此条件下，曲

线呈线性关系，朗芝万函数给出 

kp
Tk

pEp
B3

1
=         (16.4.4) 

可以看出，除了数值因子和偶极矩的大

小以外，决定因素是势能和热运动能量

之比．热运动使各偶极子趋向混乱，平均值变小；电场则趋向使偶极子排列整

齐，平均值变大．通常我们写 
EP 0χε=                                               (16.4.5) 

比例系数χ 称作极化率(susceptibility)． 
非极性电介质(non-polar dielectric)分子没有永久偶极矩．这种介质的例子

有氧、氮等等．一个电子绕核运动可以看做是一个旋转的电偶极子．我们可以

问所有偶极矩之和是否有限？根据物理情况，大体上应该为零．那么当加上一

个电场以后会怎样呢？有理由想象存在一个有限的偶极矩．在外场的作用下，

电子云发生形变，负电中心相对于核出现位移造成了感应偶极矩．从例 15.11 知，

感应电偶极矩为 

0

0
3

0

 
4

E
Ep

α
ε

=
π= R

 

对双原子分子，这一模型预言： 
0 2 Ep α=  

除了电场以外，引力、惯性力、胁强也可以引起感应矩． 
铁电体(ferroelectric)有自发电极化强度，即使没有外场材料本身也有有限

的电极化强度．铁电体的电极化强度数值不大但能任意翻转．钛酸钡(Barium 
titanate, BaTiO3)就是例子． 

介电强度是使得电介质被击穿的电场强度．例15.10 给出了干空气的介电强

度为 3×106 V/m = 3 kV/mm． 
由于历史的原因，更多的是用介电函数来描述电介质而不是用电极化率．当

然它们是密切相关的． 

 
图 16.6  朗芝万函数 

η 

1.0
0.8
0.6
0.4
0.2
0.00     1      2      3      4      5      6      7 

L 
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§ 16.5  电矢量 

法拉第发现：如果在电容器的两板间插入电介质(如云母)而保持电势差不
变，板上的电荷量将变大即 qd > q．因此电容也发生了变化： 

1r
dd ≥≡= ε

q
q

C
C

                                       (16.5.1) 

如果保持电荷不变而插入电介质，我们将有一个较小的电势差，因此 

d
r

d

V
V

C
C

∆
∆

== ε                                        (16.5.2) 

上两个结果是一致的． 
有电介质的平行板电容器的电容 

d
A

d
A

CC  0
rrd

εε
εε ≡==                                   (16.5.3) 

其中ε 叫做介电函数或介电常量．εr 是相对介电常数，是无量纲量．对于云母，
相对介电常数εr = 5.4． 
一般介电函数是外场的频率的函数．*例如，离子晶体的介电函数与外场的角频

率的关系有如下结构： 

( ) ( ) ( ) ( )

1

0  
  

2
p

2

−

−∞
+∞=

ω
ω

εε
εωε  

其中ε (0)是静态介电常数，而高频介电常数ε (∞)与折射率 n有关 [见(21.1.7)式]： ( ) n=∞ ε  

介电函数是基础研究和材料研究中极其重要的物理量之一．除了光学性质
以外，它也能反应介质的其它性质诸如粒子束在介质中的能量损失等等． 
充有电介质的电容器电势差较小，原因是介质表面的感应电荷 q' 部分地抵
消了自由电荷 q的作用．对图16.7所示的高斯面运用高斯定律，有 

qqAE ′−=  d0ε  

A
qq

Ed
0ε

′−
=  

电场也可以完全用自由电荷来表示： 

A
qE

d
V

d
V

E
0rrr

d
d εεεε

==
∆

=
∆

=  

 
图 16.7  充有电介质的电容器 
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容易求得两种电荷之间的关系： 







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1
1

ε

ε

qq

q
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我们可以把高斯定律写成下面的形式： 

r

0 d

ε

ε

q

qq

=

′−=⋅∫ SE  

或 

f
d∫ =⋅ qSD                                           (16.5.4) 

其中 D是电位移(electric displacement)矢量： 

EED εεε == 0r
                                      (16.5.5) 

我们把(16.5.4)式作为高斯定律的最终形式． 

例 16.2  求插有电介质片的电容器的电容(图 16.8)． 

解：情形 1： q = 常量． 

d
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d
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000

0
0       

∆
=∆== ，，

ε
 

在空隙中，电场 
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E
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∆

===
ε  

在电介质中，我们可以先求 D ，这不牵涉极化电荷． 

d0rd E
A
qD εε==  
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电势差是 
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图 16.8  例 16.2 

t d 
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电容是 

{
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情形 2： ∆V = 常量． 

d
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在空隙和电介质中，电场分别为 

A
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E
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其中 q为未知量．从电势差计算发现： 
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于是电荷为 
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而电容比率为 
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在两种情形下，电容都一样，这是当然的．但电场却可以不一样，例如，在后一种情形下，

有 Ed > E0． 

我们可以重写上例中电荷关系为 

Ad
dq

A
q

A
q ′

+=
0r

0 εε
ε  

等式右边第二项是极化电荷面密度σi = P·en的特例，整个关系式是下列构成关

系(constitutive relation)的特例： 
PED += 0ε                      (16.5.6) 

当电极化强度与外电场成正比 P = χε0E时，我们有 
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χε

χεεεε

+=

+=

1r

00r0 EEE
                                    (16.5.7) 

在介质分界面附近，场量满足边界条件(boundary conditions)．对图 16.9所
示高斯面应用高斯定律，可得到 

( )[ ] AA σε =−⋅+⋅ n1n20 eEeE  

( )
0

n12 ε
σ

=⋅− eEE        (16.5.8) 

对电位移矢量，我们有 
 )( fn12 σ=⋅− eDD                                       (16.5.9) 

当不存在自由电荷时，电位移的法向分量连续，D1n = D2n 或ε r1 E1 = ε r2 E2.
当材料 1 是导体时，E1 = 0, Dn = σ f． 
从跨界面的无限小路径的功的表示式[参见(16.1.2)式]，可知界面两边的电
势是连续的．电场沿图 16.9所示的环路积分得到 E2t = E1t，说明电场的切向分

量连续． 
当牵涉到电介质时，静电能量及能量密度公式应作修改．根据充有电介质
的电容器的例子，我们可以得到一个方程，实际上它是一般表式的特例．当电

容器充以电介质时，电容将增加到ε rC0．从能量表达式出发，我们有电场能量 
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能量密度是 
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它是下面一般表式的特例： 

DE ⋅=
2
1u                       (16.5.10) 
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16.1. 如图，厚度为 b 的铜片插入一平行板电容器

中．铜片处于两平板的正中间．求铜片插入前及插入后电

容器的电容． 

16.2. 求图中 x 与 y 间的等效电容．假设电容 C2 为

10µF，且其它电容均为 4.0µF． 

 

图 16.9  边界条件 

 
题 16.1图 

2 
1 

E2,D2,P2 

E1,D1,P1 

en 

b d 

A 
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16.3. 如图，一电容器的两平板均为边长为 a的正方形，但彼此形成一角度θ．证明：当

θ  较小时，该电容器的电容由下式给出： 






 −=

d
a

d
a

C
2

1
2

0 θε
 

16.4. 有一内半径为 R，外半径为 R’ 的柱形长电容器，试求单位长度上的电容．若在外

筒壁上有细微的凸起，试定性分析会产生什么结果． 

16.5. 由两同轴金属圆柱构成一空气电容器，内、外圆柱半径分别为 R1、R2．(a)在大气

介质不被击穿的前提下，应该如何选择内圆柱的半径以使两导体的电势差最大；(b)在同样

的前提下，应如何选择内半径以使电容器的贮能最大． 

16.6. 已知两个平行板电极相距 d，电势分别为 0和 V．两极板间充满电介质，其相对介

电常数是距离的函数 xαε er = ．求板间的电场 E(x)． 

16.7. 如图，一密封容器的两个相对的侧面是两

块接地的导体，容器内有一竖直的面积为 A的导体

隔板带有电荷 Q，该隔板与容器的其他部分是绝缘

的，并且能不漏气地沿容器内壁无摩擦地滑动．开

始时隔板两边的空气的压强均为 p0，求隔板处于平

衡时的位置． 

16.8. 两电容器并联连接，电容分别为 2.0µF和 4.0µF．求加上 300 V电势差时电容器内

贮藏的能量． 

16.9. 已知一个平行板电容器，极板面积为 0.20cm2，间隙为 1.  0cm，充电至 1000 V后

断开电源．(a)若把极板间隙拉开一倍，需要作多少功?(b)电容器的终了电压是多少? 

16.10. 厚度为 b，介电常数为εr的电介质置于平板电容器之间，平板面积为 A，两极板相

距 d．电介质插入前将电容器充电至电势差 V0，然后便断开电源．假设 A = 100 cm2,  d = 1.0cm, 

b = 0.50cm，εr = 7.0, V0=100 V. (a)计算介质板插入前的电容 C0；(b)计算极板上的自由电荷；

(c)分别计算极板间空气隙和介质中的电场强度；(d)计算介质板插入后两极板间的电势差；(e)

有百分之几的电场能量储存在空气隙中?又有多少储存在介质板中? 

16.11. 已知两个平行板电极相距 d，电势分别为 0和 V0．如果低电势的电极上有一电子

源，电子从中由静止开始运动，忽略碰撞，求两极板间所流过的空间电流密度． 

 

 

                      
 题 16.2图                                                    题 16.3图 

 
题 16.7图 
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16.12. 已知两个平行板电极相距 d，电势差为∆V．当

部分地插入介电常量为ε 的电介质时，如图所示，(a)求

系统的静电能量；(b)电介质所受的力． 

参 考 文 献 

Jackson J D. Classical Electrodynamics. 2nd edition. New York: John Wiley & Sons, 
Inc., 1975 

 
题 16.12图 
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第十七章  磁    场 

§ 17.1  磁场 

天然磁石或永久磁铁有南北两磁极，磁极间或吸引或排斥．这与电荷有正

负，电荷间或吸引或排斥非常相似．我们关心的是磁作用是超距作用还是通过

场而作用呢？也同样关心是否存在磁单极以及磁性的起源等问题．人们发现除

了磁铁–磁铁相互作用以外，电流–磁铁、电流–电流之间也都存在这类相互作

用． 
1819 年，丹麦教师奥斯特 (Hans Christian Oersted)在一次课上做了一个演示

实验，以证明电与磁之间没有联系．他在一磁针

附近的导线中通以电流．用他的学生的话来说，

当看到磁针震荡得很厉害时，他非常困惑而惊

讶．这就是电流的磁效应(图17.1)．用带电螺线管

来做实验发现其作用就像一根永久磁铁．一方面，

磁铁可以吸引或排斥带电线圈，另一方面磁铁也

可以用另一带电线圈代替． 
对于磁性，超距的概念和场的概念在历史上几乎是同时出现的．1820 年 10

月，毕奥-萨伐尔(Biot-Savart)给出了电流周围磁场的定量关系式．同年 12 月安

培(Ampére)提供了电流－电流相互作用的表示式. 
我们首先来考察有关磁场力的实验事实．在永久磁铁、载流导体或运动电

荷附近，静止电荷不受力，即 v = 0 导致 F = 0；而运动电荷将感受到力．设一

检验电荷 q0以速度 v 运动，所受力为 F．容易测得力的大小与 v、q0成正比．磁

场的方向通过下列步骤确定： 

(1) 改变 v 而保持速率不变，发现力 F 总是垂直于 v． 
(2) 当 v 在某些方向时，F = 0．定义该方向为磁感强度 B 的方向. 
(3) 当 v 垂直于 B 时，力达到极大 Fmax．定义 B = Fmax  / q0v． 

于是我们可以归纳出矢量 B 满足下面的关系， 

BF ×= v0q                                             (17.1.1) 

实际上这正是磁感强度 B 的操作性定义．磁感强度的 SI 单位是 T(特斯拉)： 

( )mAN1T 1 ⋅=                     (17.1.2) 

 

图 17.1  奥斯特实验 

I 
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永久磁铁、载流导体或运动电荷都可以在它们的周围产生磁场．现在我们集中

来考虑恒定电流的磁效应． 
安培提出了一个类似于库仑定律的公式．他指出载流线圈 I1 和 I2之间的作

用力为(参见图17.2) 

( )
⎮⌡
⌠

⎮⌡
⌠ ××

π
=

1,2

3
12

1211220
21

dd
4 r

II rllF μ
 (17.1.3) 

式中 

2
7

0 A
N104 −×π=μ  

是真空磁导率(permeability)．(17.1.3) 式中的一部分可以定义为磁感强度 

⎮⌡
⌠ ×

π
= 3

0 d
4 r

I rlB μ
                                       (17.1.4) 

这就是毕奥-萨伐尔定律，由毕奥-萨伐尔和拉普拉斯于 1820 年 10 月提出．在

(17.1.4)式中位置矢量 r 从源点(电流元)指向场点．这样(17.1.3)式可写为 

F l B21 2 2 2= ×∫ I d                                       (17.1.5) 

其中 B2指电流环 1 在电流环 2 的线元 dl2处产生的磁感强度．一个电流元对磁

场的贡献是 

3
0 d

4
d

r
I rl

B
×

π
=

μ
                                         (17.1.6) 

*(17.1.4)式还可以写为 
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                              (17.1.7) 

注意电流的线积分可以化作电流密度的体积分： 

( ) ∫∫ ∫ ∫∫ ===
τ

τdd ddd JJIl
C C SC

SI  

磁感强度可以表达为 

( ) ( )⎮
⌡

⌠
′×⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∇

π
= ′

′−
τ

τ
μ

d
||

1
4

0 rJ
rr

rB r  

 

图 17.2  安培定律 
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利用矢量分析公式 
fff ×∇+×∇=×∇ )( )()( ϕϕϕ  

我们可以把上式改写为 

( ) ( )

( )rA

rr
rJrB r

×∇≡

′⎮⌡
⌠

π
×∇=

′−
′

τμ

τ

d 
||4

0

                (17.1.8) 

例 17.1  求通电长直导线的磁场． 
解：根据(17.1.6)式可以决定 B 在ϕ方向. 

 sind
4

d 2
0 θμ

r
zIB

π
=  

利用变量变换： 

ρ
α

ρρ
ρ

αθ
d1dd

cossin

2

2

2 ==

=
z

rr
z  

得磁场是 

ρ
μαα

ρ
μ IIB 2

4
cos d

4
00

π
=
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= ∫

2π

2π−

 

例 17.2  求有限宽度 b 的无限长通电导体板周围的磁场． 
解：如图所示，将平板划分成无数细条．细条 dx 在 P 点

所贡献的磁感强度为 

( ) ( )
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x
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b
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对宽度积分，得 
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试讨论 P 点远离平板的情形. 
例 17.3  求沿圆环电流垂直轴的磁场． 

解：设圆环半径为 R，取柱坐标系，如图所示，注意到位置矢量可以表达为 

ker zR +−= ρ  

于是我们直接有 

 
图 17.3  例 17.1 

 
图 17.4  例 17.2 
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( )
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其中没有电荷环电场中的 sgn z 那样的项． 
定义磁偶极矩(magnetic dipole moment)为 

n
2   eS IRI π=≡μ                    (17.1.13) 

简称磁偶极或磁矩．利用它 B 可以表示为 

( ) 3
0

2322
0 2

4
 2

4 zRz
B

Rz

μμμμ
π

≈
+π

=
>>  

在任意(远源）场点，有 

( ) ( )[ ]μμ −⋅
π

= rrr
eerB 31

4 3
0μ

 

例 17.4  求线电流圆环平面上的磁场． 
解：结合上面的结果，参见图 17.6，我们可以得到在圆心

处的磁场为 

3
0

0
2

4 R
B μμ

π
=  

无穷远处磁场趋于零，而靠近圆环导线时，磁场趋向无穷． 

例 17.5  计算图 17.7 中一个旋转电荷圆盘沿轴的磁场 B． 
解：设圆盘的电荷面密度为σ．取柱坐标系，磁感强度的

z 分量是 

π
π

= 2d
4

d 3

2
0

r
IBz

ρμ
 

ρσωρρϕρσ d 
d

)d d ( 
d
dd ===
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经过简单积分，我们得到 
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例 17.6  有人提出地球的磁偶极矩是地球内部的环流造成的．若如此，试用前面的结果

估算这一环流． 
解：假定环流的半径为 5000km．由于极点附近的磁场约 10‒4 T ，而 

 
图 17.5  例 17.3 

 
图 17.6 

 
图 17.7 
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3

2
0 2

4 r
IRB π

π
=
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因此电流约为 

A104.3
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×≈

π
π
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rBI μ  

例 17.7  求图 17.9 中沿螺线管轴的磁场 B． 
解：设螺线管半径为 R，单位长度匝数为 n，则轴线上的磁场为 

( )
( ) 2 322

2
0 d2

4
d

Rz

RznIBz
+

π
π

=
μ

 

用变量变换 z = R cotθ，得 

( )θμ cosd 2
4

d 0 nIBz π
π

=  

积分将得到 

)cos(cos2
4 21

0 θθμ
−π

π
= nIBz  

对于无限长螺线管，θ1和θ2分别为 0 和π．于是  

nIBz  0μ=  

*在(17.1.8)式中出现的量 A 称为矢量势．在求磁场时可以先求矢量势，再求其旋度而得

到磁感强度．对于一个理想螺线管，在柱坐标系中，有 

内部：                                { B B
B Bz

ρ φ= =
=

0  

外部：                                           0=B  

可以验证下列矢量势正好导致以上的磁场： 
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容易求得螺线管内外唯一不为零的磁场分量是 

 

图 17.8  例 17.6 

 
图 17.9  例 17.7 
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管内：                      BBz =  

需注意的是矢量势为零与否并不与磁场对应．这一点似乎是相当奇怪的．在(17.1.8)式
中引入矢量势时仅仅作为一个辅助的量，并没有赋予其任何物理意义．因此矢量势为零与否

不与磁场对应这件事没有什么可以进一步评论的．另外矢量势不是唯一的．这一点和一般的

势函数一样．但是对于矢量势而言，不单可以差一个常量；从矢量分析知道，任何函数的梯

度都是无旋的，所以矢量势加上一个任意函数的梯度 

χ∇−→ AA  

将不会对磁感强度产生任何影响． 

§ 17.2  磁高斯定律和安培环路定律 

磁高斯定律(magnetic Gauss' law)是电磁学的基本定律之一．通过面积 S 的
磁通量定义为 

∫ ⋅=
S

SB dmΦ
                      (17.2.1) 

磁通量的 SI 单位是 Wb(韦伯)， 
2mT1Wb1 ⋅=  

磁高斯定律说： 
B S⋅ =∫ d 0                                              (17.2.2) 

对应于静电情形的表达式，我们有高斯面内的电荷作为电场线的源．现在，右

边的 0 意味着不存在磁感应线的源．换句话说不存在磁荷或磁单极子． 
安培环路定律(Ampére's circuital law)也是电磁学的一个基本定律．在静电

情形下， 

0d

d

=⋅

⋅−=−

∫

∫
lE

lE
B

A
AB VV

 

因此，我们说静电场是无旋的．对于磁场，则环路积分不为零． 

B l J S⋅ = ⋅ =∫ ∫d dμ μ0 0
C S

I                                 (17.2.3) 

这就是安培环路定律．根据(17.1.6)式我们可以“推导”出 (17.2.3)式，反之亦

然(要用到一些矢量分析的知识)．那么两者中哪一个更基本或者是否等价呢？

实际上，(17.1.6)式或(17.1.4)式只是定义式而已．(17.2.3)式则是电磁学的一个

基本方程．需要注意的是方程中的面积 S 是以环路 C 作为其边界的；环路与曲
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面法线成右手螺旋关系．环路的方向可以随意选择而不影响物理结果．(17.2.3)
式右边的电流 I 是流过面积 S 正方向的数值．由此我们可以用“右手法则”决

定磁感应线的方向：以右手握住导线，拇指沿电流方向，则四指大致表明了绕

电流的磁场的方向．然而，我们从例 17.1 早就知道了磁场的确切方向，那是根

据毕奥-萨伐尔定律直接求得的．这说明：法则可以用，定律是根本．(17.2.3)
式适用于静态情形，即电场或其通量不随时间变化，也没有磁性材料的影响．也

许你可以猜测磁性材料的介入将要求方程有所改变，就象静电情形一样： 

 dd f0 ρρε =⋅⎯→⎯=⋅ ∫∫ SDSE  

例 17.8  用安培定律求长直通电导线的磁场． 
解 ：由于对称性，选垂直导线平面内以导线为圆心的圆形环路，有 
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例 17.9  求均匀通电的无限长圆柱的磁场． 
解：设图 17.10 剖面上电流密度为 J = I / πR 

2． 
在圆柱内，有 
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==π
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柱外磁场即为例 17.8 的结果． 

例 17.10  求理想螺线管的磁场 B． 
解：对于一无限长螺线管我们期望磁场全都在管内． 

InB
InLLB

  
   

0in

0in

μ
μ

=
=

 

为了确信外部的Bz 是零，我们取如图17.11所示的两个环路，

它们的主要不同是在外部．由于对称性，任何径向分量将抵

消．由于所围电流相同，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )21

221121

  

            ,d d 
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z
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即是常量．为了避免能量困难，取此值为零．实验家的态度则是直截了当地进行测量． 
在螺线管外部我们可以发现一个ϕ 分量．在距离远大于螺线管半径的地方，紧绕或松绕

并没有什么差别．垂直于轴的环路平面只切割一根导线．在远处看来螺线管和直导线在这里

 
图 17.10 

 
图 17.11 
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几乎是等同的，所以 

ρ
μ

ϕ
IB 2

4
0

π
=  

与 z 分量相比 

ρ
ϕ

nB
B

z  2
1

π
=  

取 n = 5000/m，ρ ≥ R = 0.04 m，比值仅为 10–3． 

例 17.11  求通电螺绕环(toroid)的磁场 B. 
解：安培环路定律给出 

r
INB

NIrB

 2
4

 2

0

0

π
=

=π

μ

μ

ϕ

ϕ

 

N 为环上线圈匝数．形式上很象长直导线的结果，意义当然不同．取

大半径极限，有 

In

I
r

NB
rr

  

 
 2

limlim

0

0  

μ

μϕ

=
π

=
∞→∞→  

§ 17.3  磁力 

磁场对电荷和电流会施加作用力．磁偏转和磁约束广泛用于很多科学和技

术领域，就是磁力作用的结果．下面先讨论磁场对电流和电流环的作用． 
(17.1.5)式给出 

∫ ×= BlF dI  

左手定则与此关系一致．这里倾向于用定律来处理问题而尽量避免用法则、定

则． 
利用(17.1.5)式和长直导线周围磁场的表达式，可以求得通电平行导线(图

17.13)所受的力 
BlF ×=  2I  

d
I

IF 10
2

2
4

 
π

=
μ

         (17.3.1) 

A(安培)作为 SI 基本单位之一，通过下面

的关系定义： 
( )

m01.0
A1210

m
N102

2
75 ×

=× −−                
(17.3.2) 

 
图 17.12  例 17.11 

 

图 17.13  平行导线间的磁力 

I2 
I1

d
B 

F
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实际上使用的装置是电流天平，如图17.14 所示． 
均匀磁场中的电流环将不受任何磁力的作用． 

0=×−=×= ∫∫ lBBlF dd II  

但可能受到磁力矩的作用．如图 17.15 所示，矩形电流环所受的相对于中心 O
的总磁力矩是 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) Bba

BbaBab

BbaBabBbaBabM

××=
××+××−=

×−×⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+×−×+××+××−=

I
II

IIII
2222

 

B×≡ μ                                                 (17.3.3) 

其中μ 是磁偶极矩．上面的表达式类似于电偶极子在电场中所受的力矩： 

EpM ×=e  
*B 的方向是否影响(17.3.3)式的推导? 

假定一个外力矩 Mext抵抗磁场力矩 MB做功 

W M M B

B B

Bext ext   d  d   d  = = =

= − − −

∫ ∫ ∫
θ

θ

θ

θ

θ

θ

θ θ μ θ θ

μ θ μ θ
0 0 0

0

sin

( cos ) ( cos )

 

于是我们可以定义一个磁偶极子在均匀磁场中的势能 

CU +⋅−= Bμ               (C 为常量)         (17.3.4) 

选择当电流环的法线与 B 垂直时，U 为零(注意，零未必是最小)，则常量 C 为

零，就有 
 

                    
图 17.14  电流天平 图 17.15  矩形电流环 

d

I 

I'

O

a

b
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θ
μ

cos−=
B

U
 

这样容易作图并找出稳定点． 
*灵敏电流计(galvanometer)空隙中的磁场是在径向的,如图

17.16 所示．利用μ以及线框(长宽分别为 a、b)所在处的场，即可

求得力矩 
M = NI·ab·B 

(考虑线框上的力 F = NIb× B，当然可以求得力矩) ．扭力矩 M'与
线圈转过角度ϕ 成正比 

κϕ=′M  
当力矩 M 与扭力矩平衡时，我们有 

INabB
κ

ϕ =  

这一例子告诉我们，在理想情形电流计的刻度应该是等间距的．经过校准，电流计即可使用． 
从磁场的操作性定义，我们已经知道运动电荷受的是磁力——洛伦兹力的

作用．与电场力相结合，我们有电磁力 

)(0 BEF ×+= vq                                        (17.3.5) 
这样电荷的运动方程为 

)(
d
d

0 BEp
×+= vq

t                                        (17.3.6) 

这一方程是洛伦兹不变的，即在洛伦兹变换之下保持同样形式．这一结论在狭

义相对论表述以前就为洛伦兹和庞加莱所证明． 
对于电场 E = 0，运动方程是 

Bp
×= v0d

d q
t                                            (17.3.7) 

这一方程已在§ 9.5 中解出，有 

B
m
q

−=ω  

即负电荷的回转运动与磁感应强度成右手螺旋关系，角速度的大小即为回转频

率(cyclotron frequency)，而回转半径(cyclotron radius)是 

      
qB

m ⊥⊥ ==
vv

ω
ρ                                           (17.3.8) 

运动轨迹是圆(vx = 0)或螺旋线(vx ≠ 0)． 
*下面我们讨论电荷在交叉电磁场(E ⊥ B)中的运动．定性地，我们知道 

 

图 17.16 

指针 

N S 
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• B 越强，电荷局域得越厉害； 
• E 越强，电荷运动得越厉害． 

当仅有磁场存在时，电荷作匀速圆周运动．当加上电场后，电荷加速得到能量而沿较大的圆

弧运动;减速时，电荷失去能量而沿较小的圆弧运动．那么如图 17.17 所示的螺线轨迹，对应

的电场在什么方向呢？向左还是向下？也许你认为(对于负电荷)毫无疑问应该向左，可是正

确的答案是向下！对于螺线轨迹，我们相信可以找到一参考系 S'，电荷在其中作匀速圆周运

动．S'系相对实验室参照系 S 以速度 u 运动(我们尚不

知道这一速度在什么方向)．定量的描述需要数学．有

时候不多的数学对考虑问题却有很大帮助．假定 E 是

在 y 方向，而 B 在 z 方向，初速度在 xy 平面内，如图

17.18 所示．对于 v << c ，E << cB，伽利略变换适用．设

在 S'系中，电荷运动速度为 v'，则在 S 系中它满足下列运动方程： 

( ) ( )[ ]kuju BEq
t

m ×+=+ +′′ vv  
d
d

 

我们可以要求消去 E + u×B 项，而使得方程变成匀速圆周运动的方

程；从而可知速度在 x 方向，数值为 E/B． 

iBEu
B
E

B
==

×
2  

于是运动方程变为 

( )B×′′ = vv q
t

m
d
d  

这是一个匀速圆周运动，角速度和回旋半径分别为 

qB
m

m
q v′

=−= ρ,Bω  

回到 S系，根据 v' 和 u 的比率之不同，电荷将描出不同的轨迹，如图 17.19 所示: 

当 v' = ωρ = u，轨迹是旋轮线(cycloid )； 
当 v' = ωρ > u，轨迹是长幅旋轮线(prolate cycloid)； 
当 v' = ωρ < u，轨迹是短幅旋轮线(curtate cycloid). 

这些旋轮线从几何上可以如下画出：让一个半径为 ωv′=R 的轮子在一直轨道上滚动，在轮

 
图 17.17 

 
图 17.18 

 
图 17.19 

E? 
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沿上的点画的是正常旋轮线；半径上离圆心距离小于 R 的点描出短轴旋轮线，而距离大于 R
的点描出长轴旋轮线． 

在相对论情形，运动方程是 

)(
d
d BEp ′×′+′′ = vq
t

 

其中 S'系中的电场和磁场是[(L17)式]： 

[ ]

)()1(1

)( )1(

BeeEBB

EeeBEE

⋅−−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ×−=′

⋅−−×+=′

ββ

ββ

γγ

γγ

β

β

c

c

                          (17.3.9) 

对于同样的 u，我们有 

BBE
γ
1        , =′=′ 0  

这相当于具有较小的角速度和较大的回转半径． 
磁偏转和磁约束效应有很多应用．下面给出一些典型的例子． 
(1) 气泡室(bubble chamber)  当带电粒子穿过气泡室时，使室内的液氢离化

并留下踪迹．由于磁场的存在这些踪迹就提供了较多的信息．气泡室可以用来

检测宇宙射线或基本粒子的反应和衰变． 
(2) 阴极射线示波管(cathode-ray oscilloscope)  这是汤姆孙发现荷质比装置

的现代改进仪器．当然用它能够测荷质比．在

很多仪器中，阴极射线示波管也许是最重要的

显示部件．如图 17.20 所示，当 E = B = 0 时，

光斑处在荧光屏的中心．有限的电场造成偏转，

偏转量为 

2

2

2 v

L
m

eEy =  

若加磁场使之不偏，则应该有 eE = evB，由此得 

2

2
BL

yE
m
e

=  

(3) 质谱仪(mass spectrometer)  它是一种动量分

析器，如图 17.21 所示．当带电粒子加速到能量 qV 
时，在均匀磁场影响下，它划过半圆最后碰到屏

上．质量不同的带电粒子在屏上的分布壳可通过基

本的计算得到： 

Bq
x

mmqV v
v

v ==
2

,
2
1 2

2  

即 

 

图 17.20  阴极射线示波管 

 
图 17.21  质谱仪 
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2
2

8
x

V
qBm =  

(4) 回旋加速器(cyclotron)，同步稳相回旋加速

器(synchrocyclotron)和同步加速器(synchrotron) 回
旋加速器主要由两个 D 形金属空腔组成 (图
17.22)．金属壁可以屏蔽外电场．两者之间的电位

差约 105 V．带电粒子跨越间隙 100 次以后可得到约

10 MeV 的能量．对一定的粒子和确定的 B，回旋频

率、角速度是一定的．最大速率、能量决定于金属

腔的大小： 

m
RBqT

m
qBRR

2

222

max

=

==ωv

 

对较高的能量，必须考虑相对论效应，即 

212
0

)1( β−
=

mm  

可是我们知道带电粒子的回旋频率与质量之间有如下关系： 

CqBmf =
π

=
2

 

所以必须调整频率 f 以适应 m 的变化．这就是同步稳相回旋加速器的原理．同

步加速器则是一种“空心回旋加速器”，即有着环状空腔.  粒子运行半径是确定

的．从(17.3.9)式可知，磁场必须调整，同时也必须调整频率以适应变化的 B 和

m．同步加速器节省了空间，磁场只需加在环形轨道部分，大大降低了成本和

维护费用．巴特维亚同步加速器共有磁铁 954 个，周长约 6.3 km．质子可以在

其中加速到 500 ~ 1000GeV. 
磁镜和磁瓶技术是很有用的．在一个缓变磁场 B 中，我们有 

CB =π 2 ρ  

结合(17.3.9)式或类似的表达式，
有 

C
B

 = 
2
⊥v  

考虑到 2
0

22
// vvv =+ ⊥ ，从图 17.23

 

图 17.22  回旋加速器 

 

图 17.23  磁瓶效应 
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不难理解磁镜和磁瓶效应．利用磁瓶效应来约束热等离子体时，叫做电磁聚焦． 
在自然界中也存在类似现象．范爱伦辐射带(van Allen radiation belt)就是其

中之一．范爱伦辐射带位于离地面 800 km至 40000 km之间，由于地球的磁场，

很多带电粒子被俘获其中．
 

§ 17.4  霍尔效应 

在 1897 年发现电子以前，人们不知道导体中的载流子是什么．假定有一电

流在铜块中向右流过(图17.24)，则正电荷向右或负电荷向左运动其效果是一样

的．电流 I = JA = σEA，A 为铜块的截面积．当加上一个向上的磁场时，不同的

载流子受到了相同方向的力：q(vd × B) 或 – q(vd' × B)，其中的漂移速度方向当

然是相反的．但是当达到平衡时，铜块将呈现不同的载流子积累．部分载流子，

不管是正的或负的，将聚集到边缘而形成附加的电场．这一电场称作霍尔电场

(Hall electric field)，由下式决定： 

BEBE ×−==×+ dHdH         ,  )( vv 0q            (17.4.1) 

不同的漂移速度决定了不同的电场．实验证明载流子是负电荷，这由霍尔(E. H. 
Hall)于1879年最早提出，那是在电子发现前8年．这对于电子的发现、对于洞

察固体结构和原子结构都有着重要的意义． 
如果我们写 J = nevd，则霍尔电场是 

B
ne
JBE == dH v                                        (17.4.2) 

霍尔系数(Hall coefficient)是 

Ccm10~10~
C106.1cm106

1~1 345
19323

H −−
−×××

=
neJB

E
    (17.4.3) 

正常电导率定义为σxx = Jx / Ex，霍尔电导率 (Hall conductivity)定义为 

B
ne

E
J

y

x
xy ==σ                                          (17.4.4) 

它是与磁场有关的．需要注意的是实际上自由电子模型并不适用于非单价金属、

磁性材料和半导体． 

 

图 17.24  霍尔效应 
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在两类半导体界面附近的反型层中，存在着二维电子系统．对于二维系统，

霍尔电阻 

ρ
σ

=====
xyJ

E
Jd
V

I
VR 1HHH

H                             (17.4.5) 

二维电导率σxy 、σxx呈现了令人惊讶的特性，它们仍然是与 B 有关的．然而其

倒数 RH与 B 的曲线(如图 17.25)不是简单的线性，而是出现一些平台： 

),3,2(2H == n
ne
hR                (17.4.6) 

在平台范围内，正常电阻率为零．从式中的普朗克常量 h，我们可以猜测这一

效应有着量子起源．事实正是这样，这种现象叫做量子霍尔效应(quantized Hall 
effect) ．其中的霍尔电导率σxy  或霍尔电阻 RH 取离散的数值，后者以 h/e2为单

位，其精度可达 10–8，且对不同的几何、不同的处理过程、甚至不同材料制作

的样品都一样，因此在定标等科学和技术应用方面很有前途，自 1990 年起下

列数值(冯克里青常量 von Klitzing constant)成为国际标准： 

Ω= )95(572807.812252eh  

它又可用以确定精细结构常数 

76999035.137
1

4
1 2

0
=

π
=

c
e

ε
α  

 
图 17.25  量子霍尔效应 
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1980 年，克立钦(Klaus von Klitzing)发现了整数量子霍尔效应，1985 年他因此

而获得了诺贝尔物理奖．崔琦等(D. C. Tsui et. al)于 1982 年发现了分数量子霍尔

效应，于 1998 年分享诺贝尔物理奖． 
量子霍尔效应激励物理学家探索低维系统的性质．事实上，钇钡铜氧 (Y Ba 

Cu O)材料的高温超导性正是出现在铜氧面上的，那也是二维几何．有些理论家

指出了量子霍尔效应和高温超导之间存在的可能联系．现在，不同维度的物理

仍然是富有吸引力的课题． 

习    题 

17.1. 图中 C 点为两半圆 AD 和 HJ 的共同圆心，两半圆半

径分别为 R2和 R1，回路中通以电流 I，求 C 点的磁感强度． 
17.2. 亥姆霍兹线圈由两个完全相同的 300 匝的圆形线圈

构成，它们之间的距离恰好等于它们的半径(如图所示)．若 R = 
5.0 cm， I = 50A，(a)画出磁感强度 B 在轴线上从 x = –5.0cm 到
x = 5.0 cm 之间的变化情况，令 P 点为 x = 0 的点；(b)若两线圈

间的距离 z 为一变量，试证明：当 z = R 时，不仅 dB/dx 为零，

d2B/dx2也为零． 

17.3. 边长为 a 的正方形线圈中通以电流 I，证明(a)其中心

处的磁感强度为 

a
I

B
π

= 022 μ  

(b)该正方形的轴线上距中心 x 处的磁感强度的大小为 

212222

2
0

244
4

)+)(+π(
=

axax
Ia

B
μ  

17.4. 如图，抛物线形状的无穷长导线载有电流 I，焦点 F 到顶点 O 的距离为 a，试求焦

点处的磁感强度 B. 
17.5. 设正 n 边形线圈的外接圆半径为 R，线圈中通以电流 I．证明其中心处的磁感强度

为 

)tan(
2

0 n
a
nI

B π
π

=
μ  

17.6. 截面为 5.0cm×5.0cm、匝数为 500 的螺绕环的内半径为

15cm，通以电流 0.8A．(a)在截面中心处(即距离圆心 175cm)的磁感

强度 B 的大小是多少?(b)通过螺绕环截面的磁通量是多少? 
17.7. 内外半径分别为 R 和 R’ 的中空圆柱中沿轴线方向通有均

匀分布的电流 I，(a)证明圆柱截面上距圆心 r (R < r < R’ )处的磁感强

度 B 为 

 

题 17.1 图 

 

题 17.2 图 

 
题 17.4 图 
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r
Rr

RR
IB

22

22
0

)(2
−

−′π
=

μ  

当 R = 0 时检验该结果；(b)画出 B 从 r = 0 到 r →∞ 的变化情形． 
17.8. 两根相距 d 的长直导线通以反向等量电流 I，如图所

示，求与两导线距离相等的 P 点的磁感强度的大小和方向． 
17.9. 2.0keV的正电子射入大小为 0.10T的匀强磁场 B中，

其速度方向与磁场 B 的夹角为 89°．(a)证明正电子的路径为一

螺旋线，其轴线沿 B 的方向．(b)求该螺旋线的周期、螺距以及

半径． 
17.10. 一束质量均为 m、电荷量均为 q 的离子在点 P 处以同一速率 v 沿 xy 上半平面中的

各个方向射出．垂直于 xy 平面的均匀磁场 B 将这些离子聚焦于点 R，R 与 P 相距为 2ρ (ρ为
回转半径)，离子的轨道应该是轴对称的．试确定磁场区的边界．设离子间的相互作用可以

忽略． 
17.11. 两根平行金属棒与金属弹簧构成回路，如图．已知棒长

为  L、质量为 m，系统只能作左右对称的运动，边缘效应可以忽略．设

弹簧的劲度系数为 k，原长为 L0．假设以某种方式使回路中有恒定

的电流 I，且电磁感应可以忽略，试求两棒围绕平衡位置作小振动的

周期． 
17.12. 霍尔效应实验中，一长、宽、厚分别为 4.0cm、 1.0cm、

1.0×10–3 cm 的导体置于强度为 1.5T 的匀强磁场中，导体中沿长度方

向通以 3.0A 的电流，磁场垂直穿过导体，结果在横向方向产生

1.0×10–5 V 的霍尔电势差．由上述数据，(a)计算导体中带电粒子的

漂移速率；(b)计算带电粒子的密度；(c)作图表示导体上霍尔电势的

极性分布(假设带电粒子为电子)． 
17.13. 如图所示半径为 R、质量为 m 的匀质细圆环均匀带电，

总电量为 Q (Q > 0)，放在光滑的水平桌面上．环内外有垂直向上的

均匀磁场 B．若将圆环以角速度ω 绕着圆环的竖直轴匀速转动，试

求环内因为这种转动而形成的附加张力． 
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§ 18.1  法拉第电磁感应定律 

当一个电荷带着它的电场运动时，将引起电荷的重新分布．我们就说它引

起了感应电荷．那么，当一电流带着它的磁场运动时，是否会产生感应电流

(induction current)呢？回答是肯定的． 
实验表明电流的位置和数值的改变都将感生电流，而恒定电流则没有这种

效应．如果用一个永久磁铁代替电流环，也可以产生同样的效应．乐于采用场

概念的人会说那是变化的磁场感生了电流．换句话说，就是变化的磁场产生了

感应电动势(electromotive force, emf)．事实上，在静场情形， 

( ) ( )[ ] 0ddd ≡⋅∇×∇−=⋅×∇=⋅ ∫∫∫ SSElE ϕ  

法拉第(Michael Faraday, 1791—1867)电磁感应定律说： 

∫∫ ⋅−=⋅
SC

t
SBlE d

d
dd                                     (18.1.1) 

环路C 和面积S的法线方向en符合右手螺旋关系．当有导体存在时，上式可写作： 

Φε
td

d
−=                                               (18.1.2) 

其中ε 是导体环路上的电动势，而Φ 是通过导体环路所围面积的磁通. 
在(18.1.1)式中只牵涉到场，而没有电荷或电流．电场包括感应场 Ei 和静场

Es 两部分． 
( )∫ ∫ ∫ ≠⋅=⋅+=⋅ 0ddd isi lElEElE  

电场的感应部分是非保守的，不能对它定义势． 

例 18.1 在半径为 R 的范围内存在均匀磁场，磁感应强度 B 随
时间变化，求感应电场. 

解：直接用法拉第定律可以求得电场如下： 

t
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t
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d
d

2
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d
d 2 2
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ρρρ
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ϕ
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图 18.1  例 18.1 
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t
BRER

d
d

2
1 2

ρ
ρ ϕ −=>  

注意在没有 B (根据§ 17.1，可以存在非零的矢量势 A )的空间，仍有非零的 E．取顺时钟路

径将导致同样的结果，这当然是应该的．在这种情形下，磁通量是负的．对于同样的磁感强度

变化率，沿这一路径的电场将反号． 
当有一半径为ρ 的导线环放在其中时，我们可以谈及电动势(和电流)． 
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例 18.2  求通有脉动电流的螺线管内外的电场. 
解：取柱坐标系，在螺线管内， 

( )

( )

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

π−=π

=

t
InE

B
t

E

tnIB

d
d 

2
1

 
d
d2

 

0

2

0in

ρμ

ρρ

μ

ϕ

ϕ  

在螺线管外， 
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电子加速器(betatron)有时戏称为 ausserordentlich-hoch-geschwindigkei-s- 
electronen-twickeldenschwearbeitsbeigollitron (版权属于 E. C. Hill)．图 18.2 中显示

了电子加速器特殊形式的磁场，在电子运动平面内，磁场在 z 方向．运动电子

在管道内受到一个力 
)()( ρϕ eke −=×− vv eBBe  

这是向心力．当电子偏离轨道平面时，磁场的径向部分将产生回复力： 

偏上时     ( )[ ] ( )keeF −=−×−= ρρρϕ BeBe vv  

偏下时     [ ] keeF ρρρϕ BeBe vv =×−=  

因此回旋运动是稳定的．在运动过程中，有 

)(
2

RBe
R

m
v

v
=      即     )(ReRBp =  

 
图 18.2  电子加速器 

 
图 18.3 
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当磁场按正弦波规律变化时，它能在环形管道内感生出一个电场 Eϕ．电场对管

道中的电子起加速作用．只考虑最初的四分之一周期(dB/dt > 0)，感应电场在顺

时钟方向上(见图 18.2)．现在考虑加速过程．感应电场可如下求得： 

( )

t
BRE

RB
t

rrRB
t

RE
R

d
d

2
1

 
d
dd 2)(

d
d2 2

0

−=

π−≡π−=π⋅ ∫

ϕ

ϕ

 

电子的运动方程为 

BeRpp

t
BRe

t
p

2
1
d
d

2d
d

0 +=

=
 

其中动量 p0可以取为零．一个典型的小型电子加速器有以下参数： 

MeV35~
2
1    ,T5.0~    ,m5.0 BecRpcBR ≈=  

在(18.1.1)式和(18.1.2)式中的符号实际上隐含着楞次定律(Lenz's law)．楞次定律

说： 
• 磁通变化感生的电流的方向是在它能阻止磁通变化的方向上． 

这可以从能量守恒来理解．假设电流加强磁通，则

磁通转而产生更强的电流，这种“正反馈”过程将

破坏能量守恒，使得第一类永动机成为可能，上述

假设显然不能成立． 
当一永久磁铁以 N 极趋近一导线环时，感应电

流 I 的方向应该在图18.4 所示方向上．因为只有这

样它产生的磁场才逆着磁铁运动的方向． 
楞次定律可以简单地解释为什么一导体片可以

屏蔽变化的磁场．实际上任何磁场变化只能部分地被抵消．所谓涡流制动闸原

则上也是楞次定律的应用．如图18.5 所示，一导体圆盘正在旋转，在 a×a 的小

区域加上磁场．在离开这区域的边缘，感应电流应该能产生一个磁场以增加通

量．在进入这一区域的边缘感应电流将是顺时钟的．电流在磁场中将受到一阻

尼力矩使得盘慢下来．感应电动势、感应电流和阻尼力矩可以计算如下(设圆盘

厚度为 t)： 

ωϕε raB
t

arB
t
SB ==

d
 d

d
d~  

 
图 18.4  楞次定律 

 
图 18.5  涡流制动闸 
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ttEatJaI     σεσ ===  
( ) traBBIarrFM  222 ωσ===   

§ 18.2  动生电动势 

在上一节中，主要讲磁场随时间变化而引起磁通的改变．但是从磁通的表

达式可以想到线框的位置、取向、形状等等的变化也都可以改变磁通． 

例 18.3  讨论运动线框中的感应问题. 
解：如图所示，磁场分布于右半空间，线框中的磁通是 

{
)(

)0(      
axBLa
xaBLx

>
>>

=Φ  

当 a > x > 0，我们可以得到感生电动势和电流： 

R
BL

R
I

BL
t

v

v

==

−=

−=

ε

Φε
d

d

 

线框所受磁力(以及在相反方向的外力)是 

R
LBILBF v22

==  

当线框的电阻为 R 时，外力的功率和焦耳热分别为 

R
LBRIIP

R
LBFP

222
2

Q

222
          ,  vv

v ===== ε  

当不存在线框时，则没有电流而只有电场． 

当场中存在导体时，动生电动势也可以通过洛伦兹力来分析．受力运动使

载流子累积而造成电场． 

例 18.4  讨论运动导体棒中的感应问题． 
解：当棒开始运动，有一个暂态过程：正负电荷分别积累到棒两端，形成电场E． 如

图18-7所示，电场一直增长到载流子所受的电磁力为零，达到

稳态： 

( ) 0=+≡×+= )( iEEBEF qq v  

感应电场和电动势为 

 
图 18.6  例 18.3 

 
图 18.7  例 18.4 
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BLv=⋅=
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di
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在棒参考系中，相对论效应使观察者不但看到磁场还看到电场[参见(L17)式]: 

BBE
BBB

×≈×
≈

=′
=′

vvγ
γ

 

因此，在该观察者看来是 E' 造成电荷的再分布，并由此产生电场 E 抵消上式的电场，致使

导体内部场为零．不同观察者对电荷积累及其产生的场观点是一致的，但是对整个现象的解

释显然不同． 
例 18.5  讨论旋转导体棒中的感应问题． 
解：如图 18.8 所示，取柱坐标，设ω= ωk, B = –Bk

感应电场和电动势分别为 

( )
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其中的积分是沿–ρ 方向进行的. 

例 18.6 求法拉第圆盘(感应发电机)中的感应电动势． 
解：设 B = Bk，圆盘以角速度ω 旋转．离轴心ρ 处的

线速度为 v = ω × ρ = ωρ eϕ,感应电场和电动势分别为 

2

i

2
1 BR

B

ωε

ω

=

== × ρBE v
 

以下数据： 
m2.0   T,1.0Hz,0001 === RBf  

给出电动势为 12V． 

电动势具有非静电起源：涡旋电场力、洛仑兹力、化学反应等等． (18.1.2) 
式称为感应电动势的通量法则．对于线状闭合回路感应电动势为[3] 

∫∫
∫

⋅×+⋅=

⋅−=−

llE

SB

d)(d

d
d
d

d
d

B
tt

v

Φ

                         (18.1.3) 

第二行中第一项为涡旋电场力的贡献，即所谓的感生电动势；而第二项来自于

洛仑兹力，动生电动势．感生电动势可以通过斯托克斯定理 (H16)式以及(20.3.5) 
式写作 

 
Figure 18.8 

 
图 18.9  例 18.6 
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有时候在一个参考系中的动生电动势在另一个参考系中可以是感生电动

势，此时电磁场作相应的相对论变换 (L17)式． 

§ 18.3  电感 

在静电学中已经讲过导体具有电容，它依赖于导体的几何以及介电材料．当

充电时，电荷量通过下式与电势差相关联： 

CVq =  

我们可以猜测对于一个线框是否也存在一个量使其中的电流(或其他电流)与线

框处的磁场或其通过线框所张的面积的磁通相关．磁场可以有空间分布，而通

量则是与线框密切相关的一个确定值．也许后者较合适．我们写出平行的关系： 

Φ=IL                                                 (18.3.1) 

其中比例系数 L 称为电感(inductance)．当论及线框中自身的电流与该线框所围

面积上磁通量的比例关系时，特称自感．对于一个螺线管(N = nA)，自感为 
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IAnAInnBAnN
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μ

μμφΦ

=

=⋅⋅===
                  (18.3.2) 

可见自感只包括几何参数．单一线电流框的自感是多少？上式可否借鉴？直觉

是单一线电流框自感 L 较小。但是根据例 17.4，在线电流附近磁感强度 B 趋向

无穷．详细计算表明通量是无穷，从而 L 也是无限．解决矛盾的要点在于线径

的大小必须考虑．在这个意义上线电流类似于静电学中的点电荷． 

例 18.7  求同轴电缆的自感. 
解：如图18.10 所示，电流回路在无穷远处闭合．设电缆内径、外径分别为 R1和 R2，我

们取一长度A并认为它是“无限长”，则通量和自感分别为 
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讨论：如果考虑芯线大小或外壁厚度，结果怎样？ 

对于变化的电流，将(18.3.1)式代入法拉第定律得到： 

 
图 18.10  例 18.7 

B 
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t
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t d
d

d
d

−=−=
Φε                     (18.3.3) 

这样我们就有了自感的操作性定义： 
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                                             (18.3.4) 

由此通过实验求自感十分方便．当然这决不意味自感依赖于电流的变化率．自

感和电容一样，只依赖于几何．电感的单位是 H(亨利)． 

A
sV1H1 ⋅

=
 

下面我们讨论磁能．考虑一电感回路，电阻可以忽略．为了建立起电流 I，
电池须做功(数值上等于感应电动势做的功) 

tIW d d B ε−=  

根据 (18.3.3)式，感应电动势为 

t
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t d
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d
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功为 
ILIIW ddd B == Φ  

从 0 到 I 积分，可得总功的表达式，即磁能的增加 
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ILIU ===                               (18.3.5) 

在螺线管这一特殊情形， 
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或 
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m 2
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u                                          (18.3.6) 

这就是磁能的一般表达式，严格的推导见§ 19.2． 
对于一同轴电缆，从能量密度可推算出自感来： 
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当两个带电线框相距不远时，每一个都在两个线框内产生通量： 

2212122212

2121112111

  
  

ILIL
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φφΦ
φφΦ

                               (18.3.7) 

可以证明 
MLL ≡= 2112                                            (18.3.8) 

M 叫做互感(mutual inductance)．可以期望当两个线框相隔甚远时，互感很小．实

践上，互感往往用实验手段确定． 
*证明(18.3.8)式． 
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最后一行显然是对下标 1、2 对称的． 
在一些简单的情形下，我们可以求得 M、L1、L2之间的关系．假定匝数为

N1、N2 的两个螺线管双线并绕．它们的截面相同，则自感分别为 
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由于螺线管是并绕的，就 1 匝而言： 

12222111    ; φφφφ ==  
所以有 
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I
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I
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M
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==  

由此可得： 

2121
2     , LLMLLM ==  

一般情况下，M 与 L1、L2 以及它们的相对位置有关，从量纲分析可知， 

)10(               21 ≤≤= kLLkM  

其中 k 叫做耦合系数． 
主要利用其电感的器件叫做电感器，简称电感．电感可以串联或并联．当

L1、L2 串联并相隔甚远时, 
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对并联的电感，有 
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总电感是 
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如果电感串联而相隔不远时，必须考虑互感．当两电感反串联时，总电感是 

MLLL 221 −+=  

对电感系统的能量表达式可以作类似于 (18.3.5)式的推导．对通电线框做的

微功是 
)  d( d  d  jijiiijjjjii IIMIMIIMI =+  

积分，并包括自感部分，有 
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其中 Mii = Li，而 
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是所有线框的磁场在第 i 线框中的通量． 
*刚性线路间的力和力矩  
考虑一组刚性线路，其中之一在磁力作用下移动了 dr．当所有电流保持不变时，电池必

须提供能量以维持这些电流． 
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其中电池做的功是 
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                      (18.3.11) 

当线路和电池隔离时，运动将改变所有线路中的电流．按照楞次定律，由于感应电动势造成

电流的变化将使得通过线路的通量保持不变，则 

Udd =⋅− rF  
所以 

 )( ΦU∇−=F                     (18.3.12) 

作用在线路上的磁力矩M可以由类似步骤求得： 
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§ 18.4  E 和 B 的相对性 

在§ 18.2 我们讨论了运动导体中的感应电动势．如果导体不动而场运动，

情况如何呢？根据相对性原理，应该有相同的结果．这一陈述需要具体化． 

假定处于惯性系 S 中的方形线圈(我们姑且称为“源线圈”)中通有稳定电

流，产生磁场．圆形线圈(称“场线圈”)
以速度 u 运动，感受到磁通的变化，如图

18.11 所示．另一方面，如果圆形线圈处于

惯性系 S 中，而方形线圈相对它运动，情

况又怎样呢？从附着在方形线圈上的 S'系
看来，圆形线圈中的电磁感应应该相同，

因为决定物理的是相对速度[2]．问题的要

害在于这里所说的相同只是相对于源线圈

(或场线圈)的同一立场而言的，与源线圈

(或场线圈)相对于实验室坐标系(假定是惯

性系)是静止或运动毫无关系． 

如果认为上述强调是平庸的，那就是一种疏忽．如果认为从源线圈和场线

圈所在的坐标系看来电磁感应都一样，则是一种误解．在一般的讨论中，容易

产生这种疏忽和误解．对场线圈来说，非但磁场不同于源线圈坐标系中所看到

的，它还可能感受到电场．这牵涉到电磁场的相对论变换．有关的推导见附录

L．下面我们通过具体例子来说明将电磁场划分为电场、磁场完全是相对的． 
想象一导线，其中离子固定，电子以漂移速度

vd 约 10–2cm/s运动. 一个检验电荷 q0也以 vd沿电子

运动方向运动(如图18.12)．假设在离子参考系(实验

室系)中导线是中性的(也可以假设电子相对静止时

导线呈中性，这种假设也许更易接受)．这时其周围

没有电场，电力是零．可是有限的电流 I = nevd 产
生磁场，它附近的运动电荷将受到磁力．而在电子参考系中，检验电荷的速度

v '是零．即使离子流产生磁场，检验电荷也不受磁力． 
根据狭义相对论，运动电荷的线密度λ将增加： 

0212
0  = 

)(1
γλ

β
λ

λ
−

=                                    (18.4.1) 

在离子参考系，离子电荷线密度λ + 和电子电荷线密度λ – 满足： 

 0       ,     ,0 ∑ =−== +−++ λλλλλ  

 

 
图 18.11  运动线圈 

 
图 18.12  E 和B 的相对性 
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电场、检验电荷所受电场力为 
00 == e      , FE                                         (18.4.2) 

另一方面，电流产生磁场，检验电荷受到磁力作用(取柱坐标系)，有 

( ) ( )

ρ

ϕϕ

λμ

λμμ

λλ

eBF

ee
J

B

kJ

0

2
0

0m

00

2
4

2
4

2
4

q
R

q

RR
v

v

v

+

+

+−

π
=×=

−
π

=−
π

=

−==

v

v

                                (18.4.3) 

在电子参考系中，净电荷密度为有限． 
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该密度导致了一个电场 
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检验电荷受到的电场力 
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R
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                              (18.4.6) 

注意 

200
1         , 
c

==′ ++ εμγλλ                                  (18.4.7) 

数值上这个电力大于实验室系中的磁力(如果β 2不能忽略)： 

  me FF γ=′                        (18.4.8) 

在电子参考系中，存在有限的电流．由于检验电荷静止，有： 
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狭义相对论中的一般变换公式是(L17)式： 
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据此，我们容易校核上面关于电磁场的结果．其实我们的本意就是在于研究 E
和 B 的变化． 

在 S 系中： 
kek == β   ,vv  
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在 S'系中： 
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注意：如果忽略β 2项，则两个坐标系中的差别消失．特别是 
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习    题 

18.1. 图中表示一电阻为 R 的铜棒沿两根平行的导电轨道

运动，速度为 v = 5.0 m/s．轨道近旁有一平行的长直导线，通

以电流 I = 100A，设 a = 1.0cm, b = 20cm．计算铜棒中的感应

电动势. 
18.2. 设有一匀强磁场 B 分布在一半径为 R 的柱形区域，

并以速率 dB/dt 变化．长度为A 的金属棒按图中形式放置. 证明

由此棒中产生的感应电动势由下式给出： 

2
2

22d
d

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

AA R
t
Bε  

18.3. 一 N 匝闭合线圈，半径为 r，电阻为 R，自感为 L，
置于均匀磁场 B 中，该线圈绕一与 B 垂直的直径转动．(a)当
线圈以常角速度ω转动时，求线圈中的电流与角度θ 的函数关

系．这里θ是线圈平面的法向方向与 B 之间的夹角；(b)为了维

持上述转动，需加多大的外力矩 M? 

 
题 18.1 图 

 
题 18.2 图 
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18.4. 两根平行的长直导线(通以反向等量电流)中心相距 d，忽略通过导线自身的磁通量，

证明在导线上长度为 l 的部分的电感为 

r
rdL −

= ln
π
0Aμ  

其中 r 是导线的半径． 

18.5. 设两同轴线圈 A、B，半径均为 r，相距为 d，电流 I = k0 t2通过线圈 A，而线圈 B
的电阻为 R．证明：若自感可以忽略且 r << d，作用在线圈 B 上的力为 

Rd
tkr

7

32
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842 24
4

π
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⎛
π
0μ

 

并指出力的方向． 

18.6. 图中质量为 m 的小珠可沿半径为 r 的圆形轨道运动，环面为水平面．小珠带有固

定的正电荷 q．设在以环形轨道为其正截面的柱体内有均匀的随时间 t 变化的磁场，磁感应

强度的方向垂直于环面．已知 t = 0 时， B = 0，小珠静止于环上；0 < t < T 时，B 随时间 t 线
性地增长；t = T 时，B = B0．设重力和摩擦力可忽略． 试求：在 0 ≤ t ≤ T 时间内小珠的运动

状态及小珠对轨道的作用力． 

18.7. 图中 ABCDA 是闭合导体回路，总电阻为 R，AB 段的一部分绕成初始半径为 r0的

小圆圈．圆圈所在区域有与圆圈平面垂直的均匀磁场 Bm．回路的 B 端固定，C、D 端为自由

端．A 端在沿 BA 方向的恒力 F 的作用下向右移动，从而使圆圈缓慢缩小．设在圆圈缩小的

过程中，始终保持圆的形状，并设导体回路是柔软的，阻力可以忽略．试求此圆圈从初始的

半径 r0到完全消失所需的时间 T． 
18.8. 如图所示，在一半径为 R，质量为 m，可以无摩擦地自由转动的匀质绝缘盘中部装

有一细长螺线管，其半径为 r，单位长度上绕有 n 匝线圈，线圈中通

以稳恒电流 I．在圆盘的边缘上均匀地嵌着 N 个正电荷 q．设开始时

螺线管中的电流为 I，圆盘静止，然后将电流切断．试求圆盘转动的

角速度． 
18.9. 如图所示，在水平桌面上平放着长方形线圈 abcd，已知

ab 边长 l1，bc 边长 l2，线圈总电阻为 R，ab 边正好指向北方．现将

线圈以南北方向为轴翻转 180°，使 ab 与 cd 互换位置，在翻转过程

                  
题 18.6 图                                题 18.7 图                                 题 18.8 图 

 
题 18.9 图 
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中测得通过导线的总电量为 Q1．然后，维持 ad 边(东西方向)不动，

将线圈绕 ad 边转动 90°，使之竖直，测得在竖直过程中流过导线的

总电量为 Q2．试求该处地磁场 B 的大小． 
18.10. 由半径为 1.0mm 的导线构成的半径为 10cm 的圆形线圈

处于超导状态．开始时线圈内通有 100A 的电流．一年后测出线圈

内电流的减小量不足 10–6A．试粗略估计此线圈电阻率的上限． 
18.11. 一圆柱金属块放在高频感应炉中加热(如图)．设感应炉的

线圈产生的磁场是均匀的，磁感应强度的方均根值为 B，频率为 f．金
属圆柱的直径为 D，高为 h，电导率为σ，柱轴与磁场平行．设涡电流产生的磁场可以忽略．试

证明在金属圆柱内因涡电流产生的平均热功率为 

P f B D h=
1

32
3 2 2 4π σ  
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第十九章  物质的磁性 

安培可能从宏观现象得到启发，提出了关于磁性本质的假说——分子电流

假说．据此，磁性是来源于材料中的原子环流．事实上，物质的磁性除与来源

于电子绕原子核的环流的磁矩有关外，还应包括与电子、原子核的自旋(spin)
有关的磁性． 

§ 19.1  微观粒子的磁偶极矩 

在简单的氢原子模型中，电子绕核作匀速圆周运动．对运动的电子，有两

个物理量是密切相关的：力学量角动量和环流造成的磁矩． 
对图19.1 所示的运动，角动量是 

kprL vrm=×=  

而磁偶极矩μL与环流有关： 
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两者通过下式相关联: 
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其中μB称为玻尔磁子(Bohr magneton) 
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图 19.1  角动量和磁 
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对于第一玻尔半径 a0，电子的角动量为 
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而磁矩为 
BL μμ =  

上面的结果来自经典力学和电磁学．在量子力学中，角动量是离散的，依赖于

电子所处的状态． 
1925 年乌伦贝克和高兹密特(Uhlenbeck and Goudsmit)引入了电子自旋角动

量，这完全是量子力学的概念．电子并不自转．至少在现阶段电子是没有结构

的粒子，这就使得自转不可能．事实上，自旋是微观粒子的内禀特性．电子相

应于自旋角动量 S 的自旋磁矩为 

S

S

 2 B

S

μ−=

−=
m
eμ

                    (19.1.2) 

对于电子，自旋角动量的分量可以有两个值： 
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                                            (19.1.3) 

于是电子的总磁矩为 

)2(
2SL SL +−=+=

m
eμμμ                               (19.1.4) 

对于一个有限模型(即有结构的，例如球状分布电荷)，自转可以造成类似的磁

矩．可是，如果你坚持认为这就是实际情况的话，你将发现难以解释中性粒子

的自旋．例如，中子不带电，可是有磁矩．原子核也有磁矩．我们先定义一个

核玻尔磁子(nuclear Bohr magneton): 
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虽然核子的自旋有着和电子一样的 z 分量 

2
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z ±=S  
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不过它们的磁矩并不等于 

h
S 2 Nµ  

质子和中子的磁矩分别为 

Nn

Np

)45(72042913.1

)29(337847792.2

µµ

µµ

−=

+=
                               (19.1.5) 

磁化强度(magnetization)正比于磁矩的平方： 

2

B

 ~ )( ~ µ
µ

µ
Tk
B

NM  

所以核磁矩µ 对磁化强度的贡献比电子小得多．然而核磁矩有着重要的应用． 
在磁场 B = Bk 中，核磁矩将在力矩 

BM ×= µ  

作用之下进动．根据经典模型(轨道或自旋角动量的)进动角速度为 

t∆
∆= ϕΩ p  

由于 

θ
θµ

θθ
ϕ

sin
 sin

sinsin S
tB

S
tM

S
S ∆=∆=∆=∆  

所以 

B
S
B  p γµΩ ==  

例如，一个质子在 0.50T 的磁场中，进动频率 

MHz21
222

pp
p ≈

π
=

π
=

h

B
f

µΩ
 

这一频率接近于无线电短波 II的上限即 22 MHz． 
核磁共振(NMR, nuclear magnetic resonance)在物理、化学、生物物理、生
物化学、医学等领域有着广泛的应用．如
图 19.3 所示，样品置于垂直均匀磁场
中．核自旋角动量的运动方程是 

BS ×= µ
td

d
 

即 

 
图 19.2  核磁矩的进动 

 
图 19.3  核磁共振 
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k 
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θ 

∆ϕ 

振荡器 B 
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B×= µµ γ
td

d
                                          (19.1.6) 

与(9.5.4)式相比较，可以确信方程的解是 

( )
( )

//

sin)sgn(

 cos

µµ

δΩγµµ

δΩµµ

=

+−=

+=

⊥

⊥

z

y

x

t

t

                              (19.1.7) 

即前面所说的进动，其中Ω 2 = γ 2B 
2．在水平方向上再加一弱的交变场 B'．该

场可以分解为两个在相反方向旋转的偏振场： 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ji

ji

iB

 sin
2
1

cos
2
1

 sin
2
1

 cos
2
1

 cos

δωδω

δωδω

δω

′+′−′+′+

′+′+′+′=

′+′=′

tBtB

tBtB

tB

                 (19.1.8) 

第一行是逆时针旋转场，而第二行是顺时针旋转场．对于γ < 0，µ 逆时针旋转．偏
振场的第二部分与其方向相反，相对角速度是很大的. 可以相信力矩平均起来
是抵消的．实际上，对 B'的第一部分即使是同向也是同样的．只有当ω 等于核
磁矩的进动角速度即 

S
Bµω =  

时，这时矢量µ 和圆偏振场之一同步，谈力矩才有意义．我们以上式为共振条
件．调整 B或水平场 B'的频率可以达到这一条件．共振时力矩把磁矩从平行翻
转到反平行状态．这时可观察到2 µ ⋅ B 能量的吸收． 
布洛赫和普赛耳(F. Bloch and E. M. Purcell)由于发展了核磁精密测量的新
方法及其相关的发现而获 1952年诺贝尔奖． 
原子或离子的总磁矩为 

( )∑ +=
i

 SL µµµ                                        (19.1.9) 

实际上，以上的求和完全是形式的．对于不同的原子或离子，核外电子的量子
组态可以有很大的不同，因此，它们显示出完全不同的磁性质．以下我们将分

别予以讨论． 
有些原子和离子有永久磁矩，例如： 

• 过渡元素 Mn++； 
• 稀土元素 (51-71) Gd+++； 
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• 超铀元素 (89-103) U++++； 
• Al； 
• CrK(SO4)2⋅12H2O (chromium potassium alum)． 

它们都有着不满的壳层(特别是内层)，有关核外电子的排布情况见§ 25.5．由这
类原子构成的材料中，磁矩的取向由于热运动将有一个统计分布，有关计算与
电偶极矩类似． 
其它诸如惰性气体则有着满壳层，其中的电子都是成对的．所有轨道和自

旋磁矩都分别抵消，没有永久磁矩．但是在外磁场中，它们仍可以有感应磁矩．按
照楞次定律，这些原子将呈现抗磁性．这一类原子、离子或分子可罗列如下： 

• 惰性气体 He，Ne，Ar，Kr，Xe； 
• 碱金属离子 Li+, Na+, K+, Rb+, Cs+； 
• 卤素(halide)离子，F–, Cl–, Br–, I–, At–； 
• Cu, Ag, Au, Hg, CO2, H2, N2； 
• 钻石． 

超导体是理想抗磁体，即 B = 0 (迈斯纳效应)． 
下面我们来计算感应磁矩．按照法拉第定律和楞次定律(第十八章)，感应
磁矩反平行于外磁场，在柱坐标中有 

( )
t
B

eEeM

t
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d
d

2
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d
d

 2

2
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ρ

ρρ

ϕϕ
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=−×=
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角动量的变化率和增量分别为 

( )0
2
1

d
d

2
1

d
d

2

2
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=

BeL

t
Be
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ρ

ρ
 

感应磁矩和角动量的增量成正比： 

Be
m

L
m
e 22

4
1

2
ρµ −=∆−=∆

 

假如我们用 x 2 + y 2代替 其中的ρ 2 ，并令 

2222

3
1 rzyx ===

 

我们有 

 
图 19.4 感应磁偶极矩 

B 

∆I 
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Br
m

e 2
2

6
−=∆µ                                         (19.1.10) 

这一结果碰巧和量子力学中的正确结果一样． 
通常感应磁矩比永久磁矩小得多． 

§ 19.2  磁矢量 

有了微观粒子磁偶极矩的知识，我们可以想象在一定的温度之下样品的总

磁偶极矩µ  t = Σ µ  i为 
><t µµ N=                                           (19.2.1) 

在下节中，我们将知道当µ1B << kBT 时，其大小可估算为 

Tk
B

N
 

~
B

1
1t

µ
µµ  

样品的磁化强度(magnetization)定义为 

V
tµ

=M                                               (19.2.2) 

考虑图 19.5 所示螺绕环(Rowland ring)，设总匝数为 N，半径为 r，截面积为 A．在
体积 Adl中，磁矩为 

lAM dd ⋅=µ  

不管磁化的机制是什么，都可以想象它是由于一个等
效的电流──磁化电流 IM 引起的．由此磁矩是 

( ) Ailn  dd M⋅=µ  

于是 

Mi
r

N =
π M2  

∫ ⋅=π=≡ lM d 2 rMIiN MM                             (19.2.3) 

计及这一附加电流，我们可以把安培定律写成 

( )M0d II +=⋅∫ µlB                   (19.2.4) 

把(19.2.3)式代入得到 

( )∫∫ ⋅+=⋅ lMlB dd 0 Iµ                 (19.2.5) 

 
图 19.5  螺绕环 

A 

dl 
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或 

I=⋅
⌡
⌠ −

l
MB

d
0

0

µ
µ

                   (19.2.6) 

定义 

0

0

µ
µ MB

H
−

≡                     (19.2.7) 

(19.2.6)式变成 

∫ =⋅ IlH d                                              (19.2.8) 

历史上物理量 H被命名为磁场强度，且沿用至今．磁感应强度 B是基本物理量，
而磁场强度 H是一个辅助量．形式上，我们可以认为： 

• H与真实电流有关； 
• B与所有“电流”有关． 

对某些磁性材料 
HM χ=                                               (19.2.9) 

我们称这种材料为线性介质．系数χ 叫做磁化率(magnetic susceptibility)，通常
是温度的函数，这一点可以从磁化强度的意义看出：磁场倾向于将磁偶极矩沿

其方向排列，而热运动是无规的．磁化率可以是正的或负的：相应的材料称作
顺磁的或抗磁的．磁化率的数量级为 10–8 ~10–5． 
对线性介质，我们有 

H
H

HB

µ
µµ

χµ

≡
≡

+=

r0

0 )1(

                                      (19.2.10) 

系数µ 叫做磁导率(permeability)，µ r  叫做相对磁导率． 
所谓非线性介质，即是指其磁导率、磁化率是磁场强度的函数而不是常量

的材料．某些材料的相对磁导率可以高达 105．由于非线性，磁导率不能用单
一常数来表达，为了实际目的，常常提

供µ r –H 关系图．图19.6所示就是硅钢
材料的这种关系图． 
有磁性媒质介入时的磁能 

在真空中磁能密度是(§ 18.3) 

00
2
0

0
0 2

1
2

1
HB ⋅== Bu

µ
 

对于线性介质(H 与材料无关)， 
 

图 19.6  硅钢的相对磁导率 
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0
0

0

B

HHB

µ
µ
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我们可以期望，它的磁能密度为 

0
02

1
uu ⋅=⋅=

µ
µ

HB                                    (19.2.11) 

这是普遍正确的结果．上式可利用定义磁场强度的方程，(19.2.7)式，表示为 

MH ⋅+= 0
2

0 2
1

2
1 µµ Hu                              (19.2.12) 

第一项可解释为真空中的磁场；第二项解释为材料在磁场中的势能． 
*磁能密度可以如下求得： 
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                 (19.2.13) 

根据(19.2.8)式，有 

( )∫

∫∫
×∇⋅=

⋅=⋅

S
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将所得电流密度代入(19.2.13)式可得 
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( ) ( )
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∫= udV  

第三行第二项的闭合面积分可以取为物理无限大，磁场按 r −3
趋向于零，而在远源区 A 总是

衰减的．这样 A×H 趋向零的速度快于面积的增长，因此积分为零．所以能量密度为 
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HB ⋅=
2
1

u                                             (19.2.14) 

在边界面上，磁矢量满足一定的条件. 
根据磁高斯定律： 

∫ =⋅ 0dSB  

从图19.7，我们有 

00n1n2 =+⋅−⋅ eBeB  

即 
  ( ) 0n12 =⋅− eBB    或   n2n1 BB =   (19.2.15) 

对图中的环路，我们有 

∫ ∫ ⋅==⋅
S

I SJlH dd  

由此得切向的边界条件： 

σJ=⋅− t21 )( eHH                                   (19.2.16) 

当面电流密度为零时，切向边界条件是 

t1t2 HH =                                          (19.2.17) 

§ 19.3  宏观物体的磁性 

磁性材料可以分为： 

• 顺磁(paramagnetic)、抗磁(diamagnetic)、铁磁(ferromagnetic)、反铁磁
(antiferro-magnetic)、亚铁磁(ferrimagnetic)． 

在图 19.8中，尖磁极附近的磁场比平磁极强得多．一个铋(bismuth)样品将受到
尖磁极的排斥，它是抗磁的(χ < 0)．当置入铝样品时，它将受到尖磁极的吸引，
是顺磁的(χ > 0)． 
通过简单的计算可以解释以上现象．从磁化的定义，我们可知单位体积样

品在磁场 B中的势能是 

Cu +⋅−= BM   (C为常量)   (19.3.1) 

在非均匀磁场中，所经受的力是 

)()(

)(

BMBM

BMF

×∇×+∇⋅=

⋅∇=−∇= u
      (19.3.2) 

 
图 19.7  边界条件 

 
图 19.8  顺磁性和抗磁性 
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由安培定律 

∫∫∫ ⋅=⋅×∇=⋅
SSC

SJSBlB dd)(d 0µ             (19.3.3) 

可知当电流密度是零时，(19.3.2)式中的第二项为零．对于线性介质， 力是 

))(()( HHBMF µχ ∇⋅=∇⋅=                (19.3.4) 

由此可以从力的方向判断出磁化率的正负． 
顺磁材料中的原子有永久磁矩．在外磁场中，磁能和热能相互竞争，样品

的磁化强度是 

><
><

µ
µ

n
V

N
==M                                   (19.3.5) 

其取值范围为 0 ≤ M ≤ Mmax = nµ1．利用经典统计模型，平均磁矩可以计算为 
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ηηµ k                                              (19.3.6) 

最后一行的近似条件是µ 1B << kBT．根据磁化率的定义，可得 

Tk
n

 3
1

B

0
2
1 µµ

χ =                                             (19.3.7) 

这样我们得到了居里定律 (1895, Curie's law)的表达式： 

T
BCM eff=            (19.3.8) 

图19.9中显示了适用于整个温度范围的理论
结果以及居里定律． 
抗磁材料中的原子没有永久磁矩，但有

感应磁矩．从感应磁偶极矩的表达式(19.1.10)
和磁化率的定义式(19.2.9)，我们知道： 

 

图 19.9  居里定律 
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例 19.1  求自由电子气的总磁化率． 
解：顺磁和抗磁磁化率之和为 
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利用显然的关系 
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可知合磁化率χ为零．计及量子效应则将导致附加的结果． 

有些材料在不存在外磁场时仍可以有磁化，这种磁化叫做自发磁化，有这

种性质的材料称为铁磁材料．我们可以期望

温度越低，磁化越强；当高于某一温度时，

它们可能失去所有的磁化，这一温度称为居

里温度 TC．表19.1 列出了一些铁磁材料的居

里温度．低于居里温度 TC，我们有铁磁相，

磁化情况如图19.10 所示．高于 TC时，只有

加外场才能维持磁化．这时磁化强度正比于

外场： 

H
TT

CM
C−

=  

这叫居里-外斯定律(Curie-Weiss' law)． 

表 19.1 一些铁磁材料的居里温度 

Fe 1403K 

Co 1393K 

Ni 631K 

Gd 289K 

Dy 105K 

 

图 19.10  自发磁化 
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铁磁材料的磁化十分复杂，如果我们写 

HB  µ=  

磁导率µ 将是 H 的函数，并且依赖于磁化的历史．而 B-H的关系可以通过实验
决定．螺绕环就可用作这一目的．当绕组是空心的时，我们有 I – B0关系．当
有铁磁材料芯时，螺绕环呈现附加的磁感应 BM．总磁感应强度 B = B0 + BM可

由另一绕组测出，如图19.11所示；并可对 B0 (或 H0)作图． 
图19.12所示的磁滞回线(hysteresis loop)，反映的就是铁磁材料的磁化过
程．当 H 降到零时，残余的磁感应叫做剩磁(remanence)；而使 B = 0的磁场强
度叫做矫顽力 HC (coercive force)．

铁磁材料并不总是呈现自发磁化．为了解释这一现象，外斯于 1907年提出
了一个假说：大块材料可以划分为很多磁畴(domain)．每一磁畴都有自发磁
化．材料的总磁化强度是所有磁畴磁化的矢量和.只有当磁畴在同一方向磁化时,
才相互加强. 这一点通过附加一弱外场即可实现．单晶和多晶的铁磁结构如图
19.13所示. 
铁磁性是量子力学效应，是所谓

自旋-自旋交换作用造成的．与此相联
系的能量是 

jiji
J

JU µµ ⋅−=⋅−= 2ex γ
SS (19.3.10) 

式中自旋角动量前面的系数是“交换

积分”，决定了自旋相互作用的强度，
它比偶极-偶极相互作用要强的多． 
磁性介质可以构成磁路，如图

19.14所示．一个 N 匝的线圈绕在铸铁芯环上，线圈通电时，磁感应线基本上
限于环内，环外的通量近乎为零．这样沿环路磁通保持不变： 

  pgapga2211 ABABAB ===Φ  

         
    

 

图 19.11  螺绕环                                 图 19.12  磁滞回线 

 

图 19.13  单晶和多晶的磁畴结构 
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式中的 A为相应的截面积．环路定律为 

NI=⋅∫ lH d  

这导致 
INlHlHlH =++ gapgap2211    

或 
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上式可写为 
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









++

pga0

pga

22

2

11

1 
µµµ

lll
 

方括号中的量叫做磁阻抗 (reluctance) ，方程的右边的 NI 叫做磁动势
(magnetomotive force)，和电动势相对应．可用的关系为 B1n = B2n，空隙截面比
环的横截面略大但可以认为近似相等． 

铁磁和亚铁磁可以简单地用图19.15表示，箭头代表磁矩的大小和取向： 

*§ 19.4  地球的磁性 

地球的磁场与一个棒状磁体的磁场相似，其分布如图19.16所示．地磁轴与
自转轴的交角为 11.5°．地磁两极在地面上的位置
是经常变化的．1970年磁南极的地理坐标是在北
纬 78.6°N,西经 70.1°W．纬度每十年增加 0.04°，
经度每十年增加 0.07°．磁极处的场强为 60µT，
磁赤道处的强度为 30µT． 
地球的磁场在时空上都有变化．地域上，由

于铁矿或其它磁性矿物存在，地磁可以有相当大
的差异．在时间上，地磁存在长期变化和短期变

化．长期变化与地球内部物质运动有关，磁场的

偏角和倾角(magnetic declination and inclination)
可以逐年变化．磁极变化可达 8km/a．考古发现，
磁极在过去 4×106a间，曾发生倒转九次之多．短期变化来自电离层以及太阳活

 
图 19.14  磁路 

 

图 19.15  反铁磁和亚铁磁结构示意 

 
图 19.16  地球的磁场 

R
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动的影响．太阳风是太阳抛出的高速质子和电子流，宁静期风速平均为

400 km/s，活动期可高达 1000 km/s．大的干扰是全球性的，称作磁暴(magnetic 
storm)．由于磁暴对电离层的干扰，可使短波无线电通讯中断．当质子和电子
被地球磁场俘获时，构成了所谓的辐射带(Van Allen radiation belt)．高纬地区出
现极光则是由高速电子与大气相互作用引起的． 

习    题 

19.1. 一原子被置于磁场 B中．原子中的电子作半径为ρ和频率为ω的圆周运动，轨道平

面与 B垂直．(a)求不存在磁场时原子的磁矩；(b)求存在磁场时原子的磁矩；(c)如果材料的

原子数密度为 2.8×1028/m3，磁化率为–10–6，求原子的半径． 

19.2. 如上题．如果另有一电子在同样的轨道上以同样的频率反方向运动，求有磁场和

无磁场时原子的磁矩． 

19.3. 石蜡包含很多质子．质子自旋为 1/2，磁矩为 TJ104.1 26−× ．石蜡置于 3T的磁场

中．为了使 75%的质子的自旋与外场平行，温度应该是多少? 

19.4. 半径为 r的介电圆环上均匀分布有电荷 Q．求圆环绕通过中心、垂直环面的轴以角

速度ω旋转时的磁矩． 

19.5. 半径为 r、质量为 m的介电球上均匀分布有电荷 Q．求当它绕通过球心的轴旋转时

的自旋角动量和磁矩以及它们之比． 

19.6. 电子自旋磁矩为 9.285 × −10 24 J T．在 1T的磁场中，磁矩反平行和平行时磁能的差

是多少?相当于这一能量的热能对应的温度是多少? 

19.7. 铁磁金属镍的饱和磁化强度是 4 7 105. × A m ．镍的原子量是 58.71，密度是

8 90. g cm3 ．试计算单个镍原子的磁矩． 

19.8. 在居里温度以上，金属钆 Gd(gadolinium)的磁化率的倒数有如下数值：温度 600 K

时，为 5.82×103, 1000 K时，为 1.35×104．(a)求居里温度．(b)作 1/χ -T曲线． 

19.9. 某种特殊磁性材料的磁滞回线近乎矩形，如图．由此它可用作记忆元件．这种材

料的的螺绕环内外半径分别为 R1和 R2，厚度为 t, 载流线圈为 N匝．(a)当通电流 1A时，使

之饱和的最少匝数是多少?(b)当电流降至 0时，磁化强度是多少? 

19.10. 两种非线性材料组成如图的磁路．两部分的长度和截面分别为l1、l2和 A1、A2．根

据安培定律和通量连续性，得到从(B1、H1)求(B2、H2)的方程．由此可以从一种材料的磁化

        
题 19.9图  题 19.10图 

- H0 
H0 

H 

- B0 

B0 

B 

NI 

2 

1 
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曲线求另一种材料的磁化曲线． 

19.11. 地球的磁场可以用磁偶极场来近似．偶极矩为 222 mA100.8 ⋅× ．(a)根据磁偶极场

的公式证明：离地心距离为 r处的磁场的水平和垂直分量可以由下式近似表示： 

m3
0

vm3
0

h sin
2

cos
4

λ
µµ

λ
µµ

r
B

r
B

π
=

π
= ，  

其中λm是磁纬度；(b)证明磁纬度λm处的磁感应强度为 

m
2

3
0 sin31

4
λ

µµ
+

π
=

r
B  

(c)证明磁倾角ϕ i与磁纬度的关系是 

mi tan2tan λϕ =  
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第二十章  麦克斯韦方程组 

§ 20.1  准方程和磁单极子 

将(16.5.4)式、(17.2.2)式、(18.1.1)式和(19.2.8)式集中在一起，我们有以下

一组方程： 

高斯定律 
q=⋅∫ SD d  

磁高斯定律 
0d =⋅∫ SB  

法拉第电磁感应定律
 

SBlE d
d
d0d ∫∫ ⋅−=⋅
t  

安培环路定律 
  0d +=⋅∫ IlH  

此外，我们还有电矢量和磁矢量的构成关系式： 

PED += 0ε  

MBH −=
0

1
μ

 

从形式对称考虑，上面 4 个方程中的后 3 个方程似乎都缺少一项，我们期望由

下面 3 项来分别取代那里的 0． 

SD d
d
d    ,

d
d   , 0m00m0 ⋅−=−≡ ∫tt
gIgq μμμμ                        (20.1.1) 

其中 qm 叫做磁荷或磁单极子，Im 显然是磁荷流．至此我们还不能确定这些方

程是否可作为电磁学的基本方程，姑且称为准方程．本节中我们将集中讨论磁

单极子．从其出现的位置可知，μ0g 的量纲和磁通相同，单位为 Wb．而磁单极

子的量纲为(dimQ)LT–1，与电荷相差一个速度的量纲．我们将对磁单极子作半

经典的处理．应该提到，最早的磁单极子理论来自狄拉克(Dirac)[1]. 

如果存在磁单极子 g，则磁高斯定律应为 

g0d μ=⋅∫ SB                                           (20.1.2) 

相应的磁感应强度是 

rB 3
0

4 r
g

π
=
μ

                                            (20.1.3) 
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考虑一个电子沿–z 轴方向运动，掠过一个磁单极子，碰撞参量为 b，如图

20.1 所示．如果速度足够大，电子几乎是不偏转的．当电子经过磁单极正上方

时开始计时，则电子经受到的力为 

21222222
0

)()(4 tb
b

tb
ge

BeF xy

vv
v

v

++π
=

=

μ  

电子动量的变化为 

⎮⌡
⌠

+π
=

=Δ

∞

∞−

∫

23222
0

)(
d

4

d 

tb
tgbe

tFp yy

v
v
μ  

作变量变换：vt/b = tanθ，代入上式得 

b
eg

b
egp y

2
4

sec
d sec

4

0

2

2

3

2
0

π
=

⎮⌡
⌠

π
=Δ

π

π−

μ

θ
θθμ

 

这个力不是有心力，因此角动量不守恒．角动量 z 分量 Lz的变化是 

geprL yxz π
×=Δ=Δ

4
2 0μ  

这是纯粹的经典结果．哥德哈勃(Goldhaber)[2]提出了所谓的狄拉克量子化条件

(Dirac quantization condition)： 
nLz =Δ                        (20.1.4) 

就像通常对微观粒子所做的那样，认为角动量只能取分立的值．以此代入(20.1.2)
式，得 

( )00 2
2

4d Φμ n
e
ng =
π

==⋅∫ SB               (20.1.5) 

式中 

Wb1007.2
2

15
0

−×==
e

hΦ                                 (20.1.6) 

叫做通量量子(fluxon)，它是超导电性的通量量子．从(20.1.4)式，我们发现在电

荷与磁荷之间存在一个关系： 

 
图 20.1  磁单极子 
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






 π
=

0

2
 

µ
h

neg                                           (20.1.7) 

这一关系意味着即使宇宙间只存在一个磁单极子，它将制约每一个电子电荷的
取值． 

*磁精细结构常数(magnetic fine structure constant) 

137
1

>>
4

137
4

1
e2

4
4

1
4

2
2

22

0

2
0 ==







 4π
=






 π

π
=

π
0 α

ε
µ

µ
n

e

cn
c

n
c

g h
h

h
h

        (20.1.8) 

斯坦福大学的一个研究组曾报导过几起磁单极子事件．他们用了四绕组的
线圈，还用了超导量子干涉器件(superconducting quantum interference device, 
SQUID)作磁强计(magnetometer)．当一个磁单极子穿过线圈时，将造成一个通
量 8Φ0，如图20.2所示．1982年卡布里拉等(Cabrera et al)记录到一个事件[3][4]，
表明磁单极子通过地球表面的上限为 6.1×10–10cm–1s–1sr–1, 其中 sr 是球面度
(steradian)．1983 年，他们把上限更新为 3.7×10–11cm–1s–1sr–1．由于还没有其它
捕捉到磁单极子的报导，卡布里拉的结果尚不能作为定论． 

*大统一磁单极子[5] (The grand unified monopole，GUM)  一些新的理论思想使磁单极子

的概念大大超越了狄拉克时代．本质上说，理论工作者发现磁单极子或多或少是各种大统一

理论的必然结果．GUM是由特霍夫('t Hooft)和玻利雅可夫(Alexander Polyakov)提出的．根据

他们的理论工作，如果 GUM存在，则每一个都将超过大统一质量，也就是说约为1016质子

质量，或象阿米巴菌(amoeba)那么重，这样就不可能是点粒子．它们应具有复杂的内部结构，

由象洋葱皮层那样的力区组成． 

按照标准的大爆炸理论，宇宙间磁单极子应和原子一样多．这使理论工作者非常地尴

尬．很清楚，肯定有什么地方搞错了，而且错得厉害．问题是如何排除那些不要的东西．麻

省理工学院的谷斯(Guth)发明了宇宙暴涨理论(inflationary scenario)[5]，而其初衷却是为了达

到磁单极子不存在的结果．暴涨理论自动地解决了磁单极子问题，因为巨大的膨胀有效地使

它们稀释到零密度． 

§ 20.2  位移电流和感应磁场 

在这一节中我们将讨论假定在上节的第四个方程应该存在的项．它应该有

 
图 20.2  卡布里拉的观测 

SQUID 

1982.2.14 

0 

8Φ0 
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电流的量纲，也许形如： 

∫ ⋅
∂ 
∂=

∂ 
∂

SD dD

tt
Φ

                                       (20.2.1) 

根据输运理论，我们知道电荷守恒将导致连续性方程： 

0=⋅∇+
∂
∂ J

t
ρ

 

或 

VV
t

d )(d ∫ ∫ ⋅∇=
∂
∂− Jρ  

也可以写为 

∫ ⋅=
∂

∂ 
− SJ din

t
q

 

从电荷分布和系统的几何是对称的，如图20.3 所示情形，可以期望电流也是对

称的．连续性方程可以直接给出： 

2 4)( rrJ
t
q π=

∂
∂−  

对稳定情形，物理量不随时间变化．我们有 

∫ =⋅ 0dSJ  

这意味着电流是连续的(正如磁高斯定律表示磁场线是连续的)．粗略地说，对
于任意形状的外向法线闭合面上的面元，Jin · dS < 0，而 Jout · dS > 0．面元对积
分的贡献逐块抵消．考虑有共同边界 C 的两个表面 S1和 S2，法线如图 20.4所
示．当没有源或漏在其间时，电流是连续的．这样必定有 

∫∫ ⋅=⋅
21

dd
SS

SJSJ  

将两个表面看作是具有外向法线的闭合面，则 

0d =⋅∫
S

SJ  

这就是我们所期待的． 
对高斯定律求导，有 

∫ ⋅−=⌡
⌠ ⋅

∂ 
∂

SJS
D

dd
t

 

或 

 

图 20.3 

 

图 20.4  连续流 
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0d =⌡
⌠ ⋅








∂ 
∂

+ S
D

J
t

 

现在括弧中的量是连续的．这提供了包括含时情形的
可能；例如电容器的充、放电过程(图20.5) ． 
麦克斯韦在安培定律中引入了一个位移电流项，

以代替原来的安培定律： 

  dd S
D

JlH ⋅⌡
⌠









∂ 
∂

+=⋅∫ t
 

Dd Φ∫ ∂ 
∂+⋅=

t
SJ        (20.2.2) 

其中的偏导数项是所谓的位移电流(displacement current)．这一做法当然需要实
验证实．但是这里，至少位移电流项的引入使得方程更加协调．至此，我们有

了四个一组的麦克斯韦方程组──电磁学的基本方程． 

例 20.1  在均匀介质中，存在一球对称电荷分布及各向

同性的电流．在电流周围，存在有限的磁场场强 H．选取两

个相切的锥面．相切处的磁场场强如何？两个场线似乎方向

相反，也许场强为零是合理的结果？ 

解：如图所示，对 SC所张的立体角Ω 中，电电流是 

II
CS

C π
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== ∫∫ ⋅⋅

44
d)(d)( ΩΩ SrJSrJ  

电位移矢量也在径向方向上， 
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= SDSD dd
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磁场强度的环路积分是 

( )

0
4

4
d

dd

=







∂
∂+

π
=

⌡
⌠ ⋅








∂
∂

π
=

∂
∂

+=

+

⋅⋅ ∫∫

t
qI

t
I

t

CS

C

C

Ω

Ω SDrJ

SDlH

 

在真空中，J = 0, H = B /µ 0, D = ε 0E，由式(20.2.2)可得： 

t∂
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=⋅∫ E
00d

Φ
εµlB  

 
图 20.5 

 
图 20.6  例 20.1 
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位移电流项当然有着电流的量纲，但它本身就是电通量的变化率，从场的观点，

我们可以说变化的电场也感生磁场． 

例 20.2  求圆形平板电容器边缘的磁场． 

解：如图 20.7所示，设圆板的半径为 R，取柱坐标系． 

在 r < R 处, 
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其中 r 是任何环路的半径，而σq是电荷面密度． 

在 r > R 处， 

t
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R
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对于电容器边缘，取数值 
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则磁感应强度约为 
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远远小于地表的磁场10–4 T．由此可见所激发的磁场是相当小的． 

1929年，那是麦克斯韦预言存在位移电流的 60年之后，范可文(M. R. van 
Cauwenerghe) 终于证实了它的存在． 
现在电流是连续的，这一图象当然是人们乐于接受的．而变化的电场和磁

场的关系是电磁辐射的基础，对此我们将在后面讨论． 
 
 

 

图 20.7  例 20.2 
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例 20.3  求 RC 电路中的位移电流． 

解：对于充电过程，我们有 
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对于放电过程，我们有 
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在电容器极板之间，暂态电场和位移电流分别为 
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为了定量起见，其中用了上例中的数据．容易证明位移电流等于导线中的传导电流加位移电

流． 

在圆柱“表面”附近的磁场是 
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在导线中，欧姆定律适用． 
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下面对两个电流的相对数量级作一估算．因为 
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s)10s(10~pF)F(~ 126 −−⋅Ωµ⋅ΩRC  
所以 

6d 10~ −

I
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*进一步深入的考虑应该计及频率依赖性： 

)(            , )( ωσσωεε ==                                    (20.2.3) 

由上面的计算可以清楚看出，在导线中位移电流比传导电流小得多．尽管
如此，位移电流的引入是极其重要的． 

 

图 20.8 

R 

C ε 
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麦克斯韦加入位移电流项使电磁学的基本方程组更对称和更令人愉快．看

来大自然也同意麦克斯韦的美学观点．本世纪初庞加莱和洛伦兹研究了麦克斯

韦方程组的数学结构，特别关注符号间隐藏着的、当时尚未为人们所知的对称
性．似乎只有爱因斯坦以其超人的洞察力从物理上猜想过这种对称性．所谓洛

伦兹-庞加莱对称性是一种时空中的旋转不变性──洛伦兹不变性，这种对称性
所蕴含的美学价值当然比我们以上提及的形式对称性要深刻得多．在§ 9.1中我
们提到过伽利略变换不适用于电磁学．如果伽利略变换适用的话，由麦克斯韦

方程组导出的波动方程在不同的惯性系将呈现不同的形状，这是和相对性原理
相悖的．在下一章我们将具体讨论如何从麦克斯韦方程组得到波动方程，可以

看到引入位移电流项对电磁波的存在是至关重要的． 

*§ 20.3  麦克斯韦方程组的微分形式 

麦克斯韦方程组可以写成微分形式，所需要的是矢量分析中的两个定理(见
附录 H)： 
(1)散度定理： 

( )∫ ∫ ⋅∇=⋅ Vdd ASA                   (20.3.1) 

(2)斯托克斯定理(Stokes' theorem)： 

( ) SAlA dd ⋅×∇=⋅∫ ∫                  (20.3.2) 

利用这两个定理，我们可以把麦克斯韦方程组写为 

( ) fd qV =⋅∇∫ D                                         (20.3.3) 

( ) 0d =⋅∇∫ VB                                           (20.3.4) 

( ) ∫∫ ⋅
∂
∂

−=⋅×∇ SBSE dd
t               (20.3.5) 

( ) ∫∫∫ ⋅
∂
∂

+⋅=⋅×∇ SDSJSH ddd f t            (20.3.6) 

它们等价于下列方程组： 

fρ=⋅∇ D                                              (20.3.7) 
0=⋅∇ B                                                (20.3.8) 

t∂
∂

−=×∇
B

E  (20.3.9) 

t∂
∂+=×∇ DJH f  (20.3.10) 
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这就是麦克斯韦方程的微分形式．对于简单介质， 

r0r0    ,   ,    , εεεµµµεµ ==== EDHB           (20.3.11) 

上面的方程组变成： 

f
1 ρ
ε

=⋅∇ E  (20.3.12) 

0=⋅∇ B  (20.3.13) 

t∂
∂

−=×∇
B

E  (20.3.14) 

t∂ 
∂+=×∇ EJB µεµ f  (20.3.15) 

它们是下一章要讨论的波动方程的基础． 

§ 20.4  能流和场动量密度 

当电场和磁场存在时，能量密度是 

HBDE ⋅+⋅=
2
1

2
1u                   (20.4.1) 

能量的变化率是 
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其中的偏导数项通过 
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等关系变换后，有 
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        (20.4.2) 

最后的结果中，第一项显然是焦耳耗散，而第二项应该是由通过表面的流造成
的能量损失．我们称下面的矢量为玻印亭矢量(Poynting vector): 

S E H= ×                                              (20.4.3) 

也就是能量流密度矢量．由于旋度是无散的，在玻印亭矢量 S上加一任意矢量
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的旋度将不影响(20.4.2)式．如果在(20.4.3)式右边加上任意的常矢量，结果如何？试加

以评论． 

玻印亭矢量 S 的量纲是 

vU
t
US dim

L
dimL

d
ddimdim 3

2 =⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= −  

在真空中，玻印亭矢量为 

BES ×=
0

1
μ                                            (20.4.4) 

对于电磁波，我们感兴趣的是其大小的平均值： 

mm
02

1 BES
μ

=                                         (20.4.5) 

例 20.4  求平行圆板电容器中的能流. 
解：如图在充电过程中，由例 20.2 知： 
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则玻印亭矢量为 
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流入电容器圆柱形侧面的能量也许更能使我们感兴趣： 
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例 20.5  求导线表面的能流． 
解：如图 20.10 所示，设导线半径为 r，导线的电阻是 

2
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r
R

π
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表面处的的磁感应强度和电场强度分别是 
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玻印亭矢量是 

 
图 20.9  例 20.4 

 
图 20.10  例 20.5 
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( )
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从以上表达式可见焦耳热能是从外部送入，而不是沿着导线传送的！ 

例 20.6  讨论一个点电荷和一个磁偶极子的组合的能

流情况． 

解：由图 20.11可见，空间各点均有有限的玻印亭矢

量．然而我们当然不信这样的组合会有无尽的能量流

出．问题何在？仔细分析可知，玻印亭矢量都在水平圆圈

的切向，因此，将没有净的能量流过任何包含磁偶极子的

闭合面．此结论对于点电荷和电流环的组合同样适用．在

那种情形，能流甚至有不同的方向． 

由以上例子可见，玻印亭矢量的引入均能自圆其说；而实际上，应用较多

的地方是交变电磁场及电磁波． 
*电磁场动量密度 

( )BESp ×== 02

1
ε

c
                    (20.4.6) 

电磁场角动量密度 
( )BErprL ×× ×==  0ε                                      (20.4.7) 

习    题 

20.1. 证明：平行板电容器中的位移电流可以表示为 

t
V

CI
d

d
d =  

20.2.图中所示的电容器的圆形极板的面积为 A = 

0.10m2，并与交流电源ε = εmsinω t相连，其中εm = 200V, 

ω = 100rad/s．位移电流的最大值为 Id = 8.9×10–6A．忽略

极板边缘的电磁效应，(a)电流的极大值是多少?(b)电通量

变化率 dΦ E/dt的最大值是多少?其中ΦE是通过两极板间区域的电通量；(c)两极板间距离是多

少?(d)两极板间距离轴线 R = 0.10 m处的磁感应强度是多少? 

20.3. 一平行板电容器由两块半径为 R 的圆板构成，两板的间距为 d，板上所加电压为       

V = V0  cosωt，假定 d<< R << c/ω，因而电场的边缘效应及推迟效应均可略去．(a)确定电容器

中电场及磁场与时间的函数关系；(b)求导线中的电流及极板上的电流面密度与时间的函数

关系． 

 

 
图 20.11  例 20.6 

 
题 20.2图 

R 
d 

ε 
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20.4. 一个内外半径分别为 R1和 R2的同轴电缆

在电池ε 和电阻 R间用作传输线(如图所示)．(a)对于

R1< r < R2，计算 E和 B；(b)对于 R1< r < R2，计算玻

印亭矢量；(c)通过适当的积分，证明在整个同轴电

缆的截面(R1< r < R2)上的总的能流为 ε 2 R，该结果

是否合理? 

20.5. 电源通过长的无电阻的传输线向远处的

负载供电，线路中的稳恒电流已在图中标出，(a)定

性画出围绕导线的磁场和电场；(b)利用玻印亭矢量，

证明能量由电池到负载的传输是通过空间而不是通

过导线传播的． 
20.6. 与 0.50T的磁场具有相同的能量密度的电

场，其强度是多少? 

20.7. 氦氖激光器波长 633nm、功率 5.0mW、

光束有效直径 2.0个波长．求：(a)光束强度；(b)光束照在一同样直径的理想吸收小球上的辐

射压；(c)小球所受的力． 

20.8. 太阳系中密度为 1.0×103 kg /m3的球状粒子同时受到太阳的引力吸引和太阳光的辐

射压力．假定入射光全部被粒子吸收，证明存在一个临界半径 R，所有小于它的粒子都将被

吹出太阳系．计算 R． 
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§ 21.1  波动方程 

首先将 (20.3.12)式至 (20.3.15)式罗列如下： 

t

t

∂
∂

+=×∇

∂
∂

−=×∇

=⋅∇

=⋅∇

E
JB

B
E

B

E

µεµ

ρ
ε

f

f

 

0

1

 

对于传导介质，Jf = σE, ρf = 0．在这一情形下，可以得到仅含 E 或 B的方程．
为了消去第三个方程中的 B ，可以对该方程两边取旋度运算，即 
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这样就得到了 E 所满足的方程： 

tt ∂
∂=

∂ 
∂−∇ EEE µσµε

2

2
2                 (21.1.1) 

方程右边是有限传导所导致的阻尼项．对于非传导介质，有 
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类似地，对 B有 
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在真空中，我们有 
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与机械波相比，这里满足波动方程的变量不是位移矢量而是场矢量．在上面的

方程中 

00

1
εμ

=c                                             (21.1.6) 

这个量具有速度的量纲，它实际上就是真空中的光速． 
历史上，真空磁导率是人为赋予的，即规定 

2
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有了这一值，SI 的基本单位 A 就可以通过平行导线或电流天平来定义．真空介

电常数可以通过库仑定律来定义．从下列方程： 
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以及已经确定的N、m等单位，可以得到 

21

21

00
~1

qq
II

εμ
 

无论“安培”的定义如何变化，等式右边是一常量．而从波动方程，我们知道

“正好”有 
=00εμ 常量 

在介质中，有 
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                 (21.1.7) 

式中 n 是折射率，而 μr ≈ 1 ． 

§ 21.2  行波 

根据第八章的内容，我们可以期望在真空中波动方程有行波解： 

)()( 21 txftxfu vv ++−=  

确实如此，对于场矢量，解的形状如下： 
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( )
( )ct

ct
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−⋅=
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rkEE
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                                        (21.2.1) 

式中 k 是波矢，而 
( ) ( ) ( )zyx zyx ekekekrk ⋅+⋅+⋅=⋅ ˆˆˆˆ  

在其它情形下，例如平行板、同轴电缆、波导和共振腔等，应该考虑边界条件
的影响． 
引入中间变量 

ct−⋅≡ rk̂ξ  
我们可以把方程∇⋅E = 0写为 
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即 
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也即 

( )[ ] 0ˆ =⋅
∂
∂

ξ
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Ek  

要方程对任意ξ 都满足，除非两个矢量相互垂直，即 

0=⋅ Ek                                                 (21.2.2) 
类似地有  

0=⋅ Bk  

我们称这种场矢量垂直于波矢的波为横波． 
法拉第电磁感应定律可以写为 

( )
t

EEE zzyyxx ∂
∂−=⋅+⋅+⋅×∇ Beee  

利用矢量分析中的公式： 

AAA ×∇+×∇=×∇ )()( ) ( ϕϕϕ  
该式变成 

( ) ( ) ( )
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EEE zzyyxx ∂
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再次利用中间变量ξ ，上式左边可以写为 
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而其右边为 
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于是有 

( ) 0=−×
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结果是 

BEk c=×̂                                              (21.2.3) 

3个矢量的关系如图 21.1所示．可以知道场矢量总
是同相位的．从图中的关系或用与上面完全类似的
做法，可以得到对应的关系： 

EBk
c
1ˆ −=×                      (21.2.4) 

玻印亭矢量是 

k
B

ES ˆ
2

µµ c
E

=×=                  (21.2.5) 

所以能量沿波矢 k 方向传播．这当然是可以接受的． 
对于单色波(monochrome wave)，可以包括如下的相位因子： 

  ϕω +⋅− rkt  

线性偏振波(linearly polarized wave)是 

) cos(0 ϕω +⋅−= rkEE t                                 (21.2.6) 

即电场矢量的方向是确定的．一般定义电场矢量和波矢所在的平面为偏振平面
(the plane of polarization)． 
椭圆或圆偏振波是 

( ) ( )yyyxxx tEtE ϕωϕω +⋅−++⋅−= rkerkeE  sin cos          (21.2.7) 

相应的 B 如何? 

对物体发射或散射辐射的偏振情况进行考察，可以得到很多结果．例如对
银河系中宇宙尘埃颗粒反射光偏振的研究，我们可以知道它们在星系弱磁场中

 
图 21.1  波矢和场矢量 

k 

cB 

E 
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的取向．偏振研究也告诉我们土星的环由冰晶组成．根据病毒颗粒散射的紫外

光的偏振情况可以得到其大小和形状的信息．从原子和原子核发射的辐射的偏

振研究，可以了解很多关于它们内部的结构．这样，可研究的体系从星系(~1020m)
直到原子核(~10–14 m)． 

反射可以起偏振．早在 1809 年，马鲁斯(Etienne Louis Malus)就发现了这一

事实．当时，他正在巴黎卢森堡宫(the Luxembourg Palace in Paris)通过方解石

(calcite)晶体观看落日的反光．现在偏振片早已成为很普通的商品了．摄影机前

的偏振片可以去除水面或橱窗玻璃反光．在时也使用偏振镜来减弱雪原上过强

的光强． 

§ 21.3  辐射 

当一个电荷静止时，有电场围绕其周围．

当电荷以速度 u 运动时，在其自身参考系中

有电场 E '；而在实验室参考系中，既有电场

又有磁场．恒定线电流的磁场线是以电流为

轴线的同心圆，磁感强度与距离成反比．单

个运动电荷当然与恒定电流不同．在附录 L
的例题中计算得到的磁场与距离的关系如图

21.2 所示．电场和磁场大致与 1/r2成比例，于是能流密度正比于 1/r4．所以电

荷发出的能量为 

∫
∞→

→⋅
r

0d AS                                            (21.3.1) 

当电荷加速时，另有正比于 1/r 的场．在这种情况下，能流正比于 1/r2，相应的

积分是有限的．由此可以得出结论：存在能量辐射．在电动力学中，算得辐射

功率为 

3

2

0

2

3

 2
4 c

qP
v

⋅
π

=
ε

 

电磁波可以由天线发射．通有含时电流的短直导线就是一个简单天线．当

天线长度远小于发射的波长时，称其为微分天线．较长天线(例如半波天线)的
辐射可以由微分天线发射的场叠加而成．电流可以取以下形式： 

tII  cos 0 ω=                       (21.3.2) 

想象天线是一个开放的平行板电容器，交变电流就成为可能．计算表明这样的

电流等价于一个振动的电偶极子，它在振动的过程中不断把电磁波“甩”出去，

 

图 21.2  运动电荷的磁场 

B 
u
q
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见图 21.3． 

来自空间的射频辐射 
1931 年贝尔实验室(Bell Lab)工程师姜斯基 (Karl G. Jansky)发现了无线电频
段的地外信号源．他披露了这一发现，由此建立了射电天文学．从此科学家可
以检测来自空间的各种辐射． 

1965 年贝尔实验室工程师潘齐亚斯和韦尔逊(A. A. Pensias and R. W. Wilson)
发现了宇宙微波背景辐射．据认为那是来自原始火球(primeval fireball)的电磁辐
射的残余(remnants)，是支持大爆炸理论(Big Bang theory)的有力例证．他们因
此而获得了 1979年诺贝尔奖． 

1968 年剑桥大学以赫维希(Antony Hewish)为首的研究组发现了脉冲星
(pulsar)．这些星发射强而短的电磁辐射脉冲(图21.4)．它们是引力塌缩的产物．
事实上它们是由中子组成的紧致球，叫做中子星．这些星的半径约 10 km，密度
高达 1017 kg/m3 ( ̄ρ⊕ ~ 5.5 × 103 kg/m3)，它们急速旋转的周期约 10–2 s．赫希由此
发现而分享了 1974年诺贝尔奖. 

类星体(quasi-stellar radio sources, Quasars)是 1962年发现的．它们的谱线有
很大的红移，这意味着它们有着很大的退行速度．按照哈勃定律，它们离我们

 

图 21.3  振动电偶极子的辐射 

 

图 21.4  来自脉冲星的射电信号强度 

电场线 

偶极子 

磁场线 

t 
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甚远，可能达 5 × 10 
9 l.y.之遥．如果它们真是如此之远的话，它们发出的能量

是极其巨大的．类星体的性质仍受到积极的研究． 

来自我们所在星系空间的中性氢原子辐射的波长为λ = 21.1cm (频率为 
1420MHz)，这是基态氢的超精细跃迁所致．在静止时，氢的对应辐射精确波长

为λ = 21.1061cm  (频率为 1420.406 MHz)．这一辐射的多普勒效应蕴涵着我们

的星系的结构和内部运动的信息． 

§ 21.4  晶体衍射 

电磁波谱中波长的数量级小于 nm或 Å 的称为 X 射线．一般晶体中原子的

间隔即为 Å 的数量级．在这一尺度上看，当 X 射线入射到晶体上时感受到的将

不是致密的面而是点阵．所以晶体衍射的实际过程是 X 射线射到各原子上受到

散射，散射波相互干涉的过程． 
布拉格(W. L. Bragg)将晶体衍射的相长干涉条件表示为点阵面——“晶面”

的选择性反射．图 21.5 中画出了一族晶面中的 3 个．每个原子都可以处在很多

点阵面上．图中 X 射线的入射波矢和出射波矢分别表示为 k1和 k2．在相邻晶

面上两原子散射波的程差(path difference)为 

rkrk ⋅−⋅ 12
ˆˆ  

相长衍射要求相位差满足条件： 

π=⋅−⋅ n212 rkrk  

由于 
( ) dkΔ=⋅Δ=⋅−⋅ rkrkrk 12  

而 

θ
λ

θ sin4sin2 π
==Δ kk  

所以相长衍射的条件为 
λθ nd =sin2                       (21.4.1) 

式中 d 为晶面间距，θ 是入射波矢与“晶面”的夹角而不是入射角． 
更细致的分析应该考虑不同的原子对 X 射线有不同的散射能力．晶体中的

最基本结构是元胞．元胞可以是一个原子，也可以是多个原子．元胞中原子排

列的不同也将造成不同的结构．这两个因素可分别用原子散射因子和几何结构

因子来描述．对这些因素以及衍射图象的分析是固体物理学的内容． 
X 射线衍射是晶体结构分析的重要手段．在第二十三章中我们将利用

(21.4.3)式讨论电子晶体衍射．在第二十五章中我们将对 X 射线的产生进行深入

 
图 21.5  晶体衍射 

d

θ 

θ 

k1 k2 

O 
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讨论． 
 

§ 21.5  驻波和态密度 

在高电导壁之间可以形成电磁波的驻波．场矢量的切向分量有驻波形式．
例如，驻波可以发生于波导和谐振腔内． 
一个单色平面(驻)波可以写为 

t  ie)( ω−= rEE                                            (21.5.1) 

其中一个分量如 Ex 满足的波动方程是 

0 =  2

2

2

2

2

2

2

2

xE
czyx 








+

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ ω

                             (21.5.2) 

利用切向分量应满足的边界条件，我们可以得到解的有关信息．如图 21.6所示，
在 y = 0、b和 z = 0、c处，切向分量为零．这些条件提供了两个正弦因子，故
解为 

( ) 





 π







 π

= z
c

n
y

b
m

xfEE xx sinsin 10  

其中 f1= C1sink1x + C'1cosk1x函数 f1中的常数 C1、 
C'1、k1待定．类似地，Ey、Ez有同样的结构，解中
将有函数 f2 、 f1、f3 待定．麦克斯韦散度方程要求
∇·E = 0，则有： 

c
n
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π
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其中l, m, n是整数．最后，解是 







 π







 π


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
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EE xx sinsincos 0 
l

                     (21.5.3) 

代入波动方程(21.5.2)式，得到 

2

2

2

22

2

22

2

22
2  = 

cc
n

b
m

a
k ωπ+π+π≡ l                            (21.5.4) 

为简单计，令 a = b = c = L，则 

 

图 21.6  驻波边界 
O a 

b 

c 
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)( 222
2

2
2 nm

L
k ++π= l                                   (21.5.5) 

一组特定的(l, m, n)对应于一个特定的波形，或一个“态”．一个 k可对应于几
个态．例如，(2,1,1)、(1,2,1)和(1,1,2)都对应于 

6
L

k π=  

在 k 到 k + dk的间隔中有多少个态呢?想象一个 k 空间，长度单位是π/L．一组
数(l, m, n)代表空间中的一个点，每个点平均占据体积为(π/L)3；于是，从 k到 k 
+ dk的状态数是 

kkV

L

kk
d

2
1d4

8
1 2

23

2

π
=







 π

π

                                 (21.5.6) 

状态数用角频率ω 或频率ν 表示为 

ννωω d4d
2

2
3

2
32 c

V
c

V π=
π

                               (21.5.7) 

除以体积 V，就得到态密度(density of states, DOS) D． 

ννν d4d 2
3c

D π=                                        (21.5.8) 

电磁波有两个偏振方向，正确的 D 应该是 

ννν d8d 2
3c

D π=                                       (21.5.9) 

习    题 

21.1. 夏天太阳光照射到地球上，若未被大气层吸收，其强度可达 1340 W/m2．人要距离

一个 1.0 kW的电炉多远才能感受到相同的辐射强度?假设电炉的效率是 100%，且辐射是各

向同性的． 

21.2. 太阳光照射到地球大气层外的辐射强度为 8.4 J/(cm2·min)，计算太阳光中电场和磁

场的最大值． 

21.3. 一电磁波沿 y 轴的负方向传播．在某一时刻，电场指向 z 轴的正半轴，大小为

100V/m．求此时磁场的大小和方向． 

21.4. 对于一束在空间传播的电磁波，若磁场方程为 Bx = B sin( k y +ω t), By = Bz = 0，(a)

说明波的传播方向；(b)写出电场方程． 

21.5. 类星体 3C273的谱线红移了 16%、3C48红移了 37%，求它们的退行速度．根据哈
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勃定律，它们离我们多远? 
21.6. 类星体 OH471 离我们 16×109  l.y.，其退行速度和红移各是多少? 
21.7. 固体中的声子具有(21.5.9)式类似的态密度，波速为 v 假如声子最高频率为νD，系

统总的状态数为 3N．求νD，并用它重新表达态密度． 
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第二十二章  能量量子化 

量子化对于我们来说并不是陌生的．量子化指的是物理量的离散性，或者
说物理量存在基本单元，在此以下这个量就没有意义．在第一章中，我们曾讨

论过是否存在长度和时间的基本单元的问题．我们可以利用 3个普适常量构筑
一个具有长度量纲的量 

m106.1 35
3g

−×≈=
c
Gh

l  

和一个具有时间量纲的量 

s105.0~ 43g
g

−×≈
c

t
l

 

它们可能是客观世界中最小的尺度．另外电荷也是量子化的，目前所知的基本
电荷单元为 

C10)63(462176 602.1 19−×=e  

如第十五章中提到的，即使存在分数电荷也只是说基本电荷单元更小,而电荷仍
然是量子化的．再者，我们还有能量的量子化，这正是本章要讨论的主题． 

§ 22.1  黑体辐射 

普通物体发射的热辐射(红外－可见－紫外)依赖于物体温度 T、形状、表面
性质、材料性质等等．热辐射也可以约束在一个空腔内，这时系统若处于平衡

态，能量密度 u 就只是温度的函数．对于一定的频率ν 或波长λ，有 

) ,( Tuu ν=    或   ) ,( Tuu λ=                                (22.1.1) 

这一论断也许过于强烈，可是，若不这样将使得永动机成为可能．对此，作如
下讨论：例如，如果空腔的形状等因素可以造成能量密度的差别，将有 

) , ,( > ) , ,( yTuxTu νν  

其中 x、y代表空腔的形状、纹理、材料等等
因素或其中之一．设图22.1 所示的构造可以
产生这样一个差别．利用滤色片可以仅使频

率ν 到 ν +dν 的辐射通过．得到能量的容器

 

图 22.1  空腔辐射 
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的温度将升高．而温差可以导致热流以平衡上述因素．可是这样的过程显然违

背热力学第二定律．所以唯一的可能就是能量密度仅是温度的函数．这种平衡

辐射叫做空腔辐射或黑体辐射．后一名称的由来是因为当辐射从小孔进入空腔
后，一般很难再射出来．即使腔内壁是抛光的，辐射透出小孔的可能也很小，

所以小孔是黑的──只吸收不反射．远处房屋的窗户看起来是黑的也是同样的
道理． 
我们知道，对于温度为 T 的黑体，能流密度为 

4TJ u σ=                                                (22.1.2) 

这是斯特藩-玻耳兹曼定律．根据热力学(见§ 12.2 泻流)还可以求出射能流密度
Ju与腔内能量密度u的关系： 

cuJ u  4
1=                                               (22.1.3) 

而其中 

( ) ( )∫
∞

=
0

d, νν TuTu  

或 

( ) ( )∫
∞

=
0

d, λλ TuTu                                       (22.1.4) 

什么是一给定ν (或λ)辐射的能量密度呢？这就是我们要求的辐射谱(radiation 
spectrum)或谱密度(spectrum density)． 

1896年，维恩(Wien)根据实验数据得出有关热辐射的经验公式： 

( ) ννννννν νανα d e ~de~d),( 23 TTTu −−                     (22.1.5) 

瑞利(Rayleigh)曾经对此评论说：“从理论角度看，这一结果对于我来说只不过
是一种猜测．”维恩还曾得到了维恩位移定律(Wien's displacement law)，这一定
律描述了谱强度最大处的频率νm与温度的关系： 

2.822
B

m =
Tk

hν
                                           (22.1.6) 

对于波长分布而言，可用谱强度最大处的波长λm来表示： 

Km8982m ⋅µ=Tλ                                      (22.1.7) 

瑞利(1900, 1902, Lord Rayleigh)和金斯(1905, Sir James Jeans)各自提出了 
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ννν d
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d
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
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 ××=                (22.1.8) 
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称为瑞利-金斯定律(Rayleigh-Jeans law)．这里已赋予平均能量以驻波模式的能
量．在低频区域这一公式与实验数据符合得很好．可是 

( ) ( ) ∞→=
∞

∞

∫ 0

3

0

~d, ννν TuTu  

这一积分的上限存在着发散，通常称为高频发散，即有名的“紫外灾难”

(ultraviolet catastrophe)．如何抑制高频部分的贡献呢？普朗克(Max Planck, 
1858— 1947)在 1889年 6月发表的一篇文章中，提出了一个公式，当一个带电
振子与辐射处于平衡时，振子的平均能量
ε̄与辐射谱密度有下面的关系： 

νεννν d  8 =)d(
3

2

c
u π      (22.1.9) 

如果象经典的能量均分所要求的那样，取 

TkB2
12 ×=ε  

就得到瑞利-金斯定律．令人惊奇的是，此

后普朗克没有再继续研究下去．直到 1900
年 10 月，鲁本斯和克鲍姆(Rubens and 
Kurlbaum)通过实验证明维恩定律在低频
和高温下都不适合，并在发表以前将结果
告诉了普朗克后，普朗克才有机会对此作出评论．其结果就是他的文章：《维恩

分布的改善》(An Improvement of the Wien Distribution)．同年 10月 25日,鲁本
斯和克鲍姆将他们对黑体谱的最新精确测量与 5种不同的预言进行了比较，这
5种预言就是(1) 普朗克公式、(2) 维恩关系、(3) 瑞利的结果、(4) 和(5) 是另外
两组经验关系. 他们得出的结论是普朗克的公式给出了与实验最为精确的吻合，
优于所有其它的理论．同年 12月 14日，普朗克向德国物理学会提交了另一篇
论文．论文的题目是：On the theory of the Energy Distribution Law in the Normal 
Spectrum．普朗克在这篇论文中提出的新公式是 

ννννν
νβ

d
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π

h
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Tu                            (22.1.10) 

或写作 

λ
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1  e
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



π

/ch

hc
Tu                         (22.1.11) 

普朗克公式可由内插得到．对于一个模式的平均能量，维恩和瑞利-金斯采用

了不同的公式： 

 

图 22.2  普朗克分布和其它分布 

普朗克 
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β
ενε νβ 1
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根据热力学关系 
XYSTU ddd +=  

可知熵对能量的导数与温度有关： 
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熵对能量的二阶导数分别是 
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普朗克最初推导他的分布律时，取 

( ) 



 −

+
=

+
−=

∂ 
∂

εεννενεε
β 1111

hhh

                    (22.1.12) 

高频和低频时自动退化到维恩和瑞利－金斯公式．(22.1.12)式积分得到 

1e −
=

νβ

νε
h

h                                           (22.1.13) 

对此，普朗克解释说振子吸收或发射的能量只能取离散的值： 

  νhne =                                            (22.1.14) 

式中n为正整数，ν 为辐射的频率．这种“量子化”的结果是高频振子失去能量
的可能较大，从而抑制了高频的发散．(22.1.13)式中的因子正反映了这一点．常
量h被普朗克称之为作用量子(quantum of action)，有着非常基本的意义．可是普
朗克本人到1911年以后，才完全认识到量子化的绝对基本的性质，那是经典物
理中完全没有的．普朗克由于发现了能量量子，从而获得了1918年诺贝尔奖． 

§ 22.2  光电效应 

1888年，霍瓦(Hallwachs)发现一充负电的金属板被紫外光照射会放电．其
实验装置示意图如图 22.3所示．很快(也至少近 10
年以后，因为 1897年 J. J. Thomson 才发现电子)人
们认识到那就是从金属表面射出的电子，这些电子

称作光电子(photoelectron)．相应的效应叫做光电效
应．当加上一个电势差时将形成电流，这一电流称

 

图 22.3  光电效应 

V 
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为光电流(photoelectric current)如图 22.4所示．实验表明，饱和光电流正比于入
射光强，人们预期电子的最大初动能也如此．最大初动能可以通过抑制光电流

的反向电势──遏止电势(stopping potential)V0来加以检测．最大初动能 Tma x与
遏止电势的关系为 

0max eVT =                       (22.2.1) 

也就是说，遏止电势正比于入射强度．事实却并不

象人们所预期的那样，实验表明最大初动能并不依
赖于入射光强，而是依赖于光的频率，且存在一个

截止频率(cutoff frequency)νC，低于这一频率，不管

多强的入射光都不能激发光电子，高于这一频率不
管多弱的入射光都能激发出光电子． 
就发射时间而言，通常辐照 10–9 s 后即有光电子出射．若按照波动理论，
这一时间太短了以至无法解释． 

例 22.1  金属表面受 1m远光源照射，需多久金属中电子才能积累 eV的能量. 

解：发射功率 P0 ~ W，强度是 P0  / 4πr2．吸收功率约为 

( )2
2

02 mnm0.1W~
4

 ~ 





≈π

r
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aIP  

电子在∆t 时间间隔内需积累 eV数量级的能量才能逸出． 

( )

( ) s16~s10106.1~mnm0.1
W
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20192
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××∆
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−−t
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这显然比实验值大许多量级． 

1905年爱因斯坦提出：在某些条件下，光的能量好象集中成一团，即后来
所谓的光子(photon)，单个光子的能量为 

νhE =                                                 (22.2.2) 

根据这个理论，电子并不需要用长达 10s 时间来吸收能量而逸出，一个电子吸
收一个光子就可以立即逸出： 

 maxTh =− φν                                            (22.2.3) 

式中 φ 叫做金属表面的功函数．表 22.1列出了一些金属材料的功函数值． 

表 22.1  一些材料的功函数(φ /eV) 

Na Al Co Cu Zn Ag Pt Pb 

2.28 4.08 3.90 4.70 4.31 4.73 6.35 4.14 

 
图 22.4  光电流 
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根据爱因斯坦的理论，很容易解释为什么存在截止频率νC，低于该频率的

光就不可能产生光电流． 

cνφν =≥
h

                                             (22.2.4) 

例 22.2  计算 Na 和 Pt 的截止波长和截止频率． 

解： 

( )

( )
( )
( ) Hz10154Pt 

nm 195Pt 
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meV101240
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λ hc

 

对于 Na，光电效应是在黄绿可见光范围，而对于 Pt，则是在紫外光范围(波长在 380 nm 以下)． 

按照光子理论，光强度是 hν 乘以光子流通量；而光电流(e 乘以光电子流

密度)正比于光子流密度， 因此正比入射光强度．由此解释了实验结果．此外，

该理论还预言 

ee
hV φν

−=0                                             (22.2.5) 

1916 年密立根(Millikan)实验证实了遏止电势 V0与频率ν 有线性关系，对给定的

金属存在一个截止频率νc, 例如对金属纳

发射极，截止频率是(图22.5) 

Hz1039.4 14
c ×=ν  

这一数据与例22.2中的值不一是对接触电

势差测量不精确。知道了基本电荷，我们

可以从图中直线的斜率计算普朗克常

量．1923 年诺贝尔奖授予了密立根，以表

彰他在基本电荷和光电效应方面所作的贡

献． 
按照光子理论，普朗克分布(22.1.10)式可以写成： 

)(dd),( νννν nhTu =                                      (22.2.6) 
其中光子数密度分布函数为 

ννν νβ d
1e

1 8 =)(d  3

2

−
π

hc
n                                 (22.2.7) 

1921 年的诺贝尔奖于次年授予了爱因斯坦以表彰他对理论物理的贡献，特别在

 

图 22.5  金属钠的光电效应 
可见 紫外 

V0

νc = 4.39×1014Hz 

ν 
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发现光电效应规律的成就．爱因斯坦关于光电效应的理论揭示了光的粒子性．光

既有波动方面又有粒子方面──波粒二象性． 
光在固体中可以导致释放束缚载流子使电导增加，是为内光效应( internal 

photoeffect)．还有释放核子的核光效应(nuclear photoeffect)． 

§ 22.3  康普顿效应 

通常黑体辐射指的是从红外到可见光波段，光电效应中的辐射则是从可见
光到紫外波段，本节讨论的康普顿效应(1923, Compton effect)是从 X射线到γ射
线波段的辐射．入射的射线处理为具有下列能量和动量的光子束： 

c
EhE == p           ,ν                                     (22.3.1) 

它们被石墨靶散射后，能量和动量分别为 E'和 p' (图22.6)．若按照经典的电磁
学理论，一定频率的入射电磁波将使电子作同频率振动，振动的电子又发射同

样频率的电磁波，只是能量较小而已．光子理论得到的结论则完全不同，光子

的能量越小，频率越低(或波长越长) ．下面我们来推导散射光的波长与散射角
的关系．当涉及光子时，应该用相对论的能量、动量表达式．我们从能量和动

量守恒出发，有 

e

e
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根据相对论能量-动量关系， 
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将 p 变换到波长，得 
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                (22.3.2) 

其中 

m10426.2 12

0

−×=≡
cm

h
Λ                                  (22.3.3) 

叫做康普顿波长(Compton wavelength)，这个特征长度反映了电子可以影响光子
的程度．(22.3.2)式与实验结果完全吻合． 

 

图 22.6  康普顿散射 
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图 22.7表示的是在四个不同角度所得到的散射 X射线的能量．显然，给出
的结果是支持光子论的．图中位于 0.0709nm 始终存在的峰，是来自紧束缚于
原子的内层电子的散射．对于这种散射，波长的变化为
(为原子质量 mA替代 m0) 

( )φλ cos1
A

−=∆
cm

h
                  (22.3.4) 

其数量级比康普顿波长小很多．由此解释了未变化的峰
值． 
例 22.3  计算波长为 0.0709 nm的 X射线的能量. 

解：能量为 

keV5.17
nm9070.0
nmeV2401

=
⋅

==
λ
hc

E  

比起功函数来，此值要大好几个量级． 

另一方面，由于电子在碰撞中获得能量，这可以引

起其它显著的效应．例如高空热核装置爆炸的效应之一
就是 X射线和γ 射线造成电子的前向浪涌，干扰电磁场，
造成未屏蔽电路的重大破坏．这一效应在比基尼岛
(Bikini)试验热核爆炸时首次发现：4000 km以外的夏威
夷的电力和通讯电路失效． 
在天体物理中，常常提及反康普顿效应 (inverse 

Compton effect)，它是高速粒子将能量和动量转移到空
间的射线的过程．这一效应的基本数学处理方法与本节
在粒子静止的坐标系中的推导完全相同． 

§ 22.4  线状谱  原子中的能量量子化 

光谱学(Spectroscopy)是考察物质组分和结构的技术学科之一．处于聚集
状态的物质，诸如灯泡中的灯丝或者高压下的气体加热到白炽(incandescence)
后其辐射为连续谱．与此相反，低压蒸气或气体中的原子或分子相隔甚远，相

互作用很弱，它们的发射谱是线状谱．光谱线实际上是光谱仪(spectrograph)入
射孔的象，只是由于波长不同，经过棱镜后折射到了屏上不同的位置．图 22.8
就是一个典型的氢原子谱．在短波端，谱线挤在一起形成了线系极限(series 
limit)． 

1885年，瑞士中学教师巴耳末(Johann Jakob Balmer, 1825— 1898)发现了适
合氢原子光谱一个线系(Balmer series)的经验公式： 

 
图 22.7 

0° 

45° 

90° 

135° 

λ' = 0.0715nm 

λ' = 0.0731nm 

0.0709nm  λ' = 0.0749nm 
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    (22.4.1) 

其中的 R ∞是里德伯常量(Rydberg constant)，以瑞典数学家和物理学家里德伯
(Johannes Robert Rydberg, 1854— 1919)的名字命名．巴耳末系在可见光和近紫外
波段．里德伯发现了一个简单的关系 
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巴耳末系是其中的特例(m = 2)．第一线(α 线)对应于 n = m + 1，第二线(β 线)对
应于 n = m + 2；⋯．在线系极限处即 n → ∞，里德伯常量可以写为 

nm)13.91(1=∞R                    (22.4.3) 

对于巴耳末系，线系极限在 
nm5.364=λ                      (22.4.4) 

继里德伯发现之后，莱曼(Lyman)在紫外波段发现了一个线系(m = 1)，帕邢
(Paschen)置 m = 3 而在红外波段发现了另外一个线系．表 22.2列出了氢原子光
谱的一系列线系．特别强的线是莱曼系的α线，λ = 121.6 nm，它是迄今所知太
阳所发射的最强的线，在空气中会被完全吸收．它也为 DNA (脱氧核糖核酸，
deoxyribonucleic acid，是地球上生物体组成基元)所吸收．在其它行星上由于没
有保护性的大气层，所以在强射线照射下生物不能存活；当然如果生物体的遗
传物质不是 DNA，则又另当别论． 

表 22.2  氢原子线系 

线    系 发现年份 m n 谱线波段 
莱曼 Lyman 1904 1 2,3,4,⋯ 紫外(吸收) 
巴耳末 Balmer 1885 2 3,4,5,⋯ 可见 
帕邢 Pashen 1908 3 4,5,6,⋯ 红外 
布拉开 Brackett 1922 4 5,6,7,⋯ 红外 
普丰德 Pfund 1924 5 6,7,8,⋯ 红外 
汉弗莱 Humphreys 1953 6 7,8,9,⋯ 红外 
汉森与斯特朗 Hansen & Strong 1973 7 8,9,10,⋯ 红外 

 

图 22.8  典型的氢原子光谱示意图 

400nm               500nm               600nm 
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氢原子的玻尔模型(Bohr Model) 
按照经典物理理论，一个加速电子会以下列功率 
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επ
=−                                     (22.4.5) 

发射连续谱的能量，同时会依螺旋轨道落向原子核，最后导致原子崩溃． 
1913 年，伟大的丹麦物理学家玻尔(Niels Bohr, 1885—1962)提出了一个有

关氢原子的模型．他的主要思想如下： 

•   定态  在某些定态，电子有着固定的能量而不辐射．这种态要求电子的

角动量满足玻尔-索末菲(Bohr-Sommerfeld)量子化条件． 

) ,2 ,1(     == nnrmv                        (22.4.6) 

•   微观能量守恒和量子跃迁(quantum transition)  只有在电子从一个高能量

状态“跳”到一个低能量状态时才可发生辐射．辐射频率满足 

   mnmn EEh −=ν                     (22.4.7) 

•   对应原理(Correspondence principle)  在经典理论符合实验的极限时，量

子理论应与经典理论相吻合． 

下面我们描述这一模型的一些细节．氢原子中的电子在作匀速圆周运动能量为 
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利用(22.4.6)式，得电子作匀速圆周运动的半径 
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相应的能量是 

eV6.131
24

1
22

0

2

0 nna
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图 22.9 中画出了这些能级(energy level)．发射出现在量子跃迁发生的时候．容

易在能级图上标出线系．将玻尔的方程和里德伯的方程作比较得到 
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于是可发现里德伯常量和普朗克常量之间的
一个关系： 
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对于运动着的核(其质量 m'为有限)，有 
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考虑到这一点，能量的正确表达式为 
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因子η 对能量产生的修正并不大，但在物理上却有很重要的意义．确切的里德
伯方程应为实测值与理论预言值的关系： 
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其中 cair为空气中的光速，它是真空中光速的 1/1.0003．所以在光谱学中 
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这意味着运动核与空气媒质两种因子相互抵消． 
对于其它单电子原子或离子，如 2H需要考虑约化质量因子，而对 He+、Li++

还要考虑核电荷因子．从作用力的表达式 
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可以知道，在能量表达式中会包含 Z2因子． 
 

 
图 22.9  能级示意图 
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对应关系可以发现如下．设电子线速度为 v，则旋转频率是 
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以同样的频率辐射出的能量(按光子论)为 
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在量子论中这一辐射能量的表达式则为 
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当原子中的一个电子被激发到非常高的能级时，显示了不寻常的性质．这种原

子称为里德伯原子．里德伯原子说明了经典物理与量子力学世界之间的联系．里

德伯原子很大，直径可达 10−2 mm，约为基态原子的 100 000 倍．通常低激发态

原子寿命约 10−8 s，里德伯原子寿命可以长达 1s．此外，里德伯原子很容易被

极化或完全离化． 
里德伯原子的行为很像高激发的氢原子．用射电天文的方法已经观察到星

际空间主量子数 n 高达 350 的原子，而实验室中所研究的里德伯原子的主量子

数 n 为 10 到 290． 
玻尔模型的正确性究竟如何?我们可以参考表 22.3 所作的归纳．当然，我

们还可以计及相对论效应对能量的修正．尽管如此，玻尔模型是在量子力学和

不确定关系之前 10 年提出的，似乎不必太苛求． 

表 22.3  玻尔模型 

 定性 定量 备注 

轨道 错  不确定关系 
2

00 nar =   错 )(11 0
2anr =  

( )[ ] 0
2 1321 anr

n
+−=

 
( ) 0

2
maxpm 1 annr =−==  

En 正确 正确 nn rE 1~  

L 正确 错 L < n  
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习    题 

22.1. 宇宙微波背景辐射证明是2.7 K的普朗克谱．计算它的光子密度和能量密度． 

22.2. 白矮星的表面温度是 104 K的量级．其辐射的最大值属于什么波段? 

22.3. 一空腔与其中的辐射热平衡．证明从其壁上小孔的泻流为 I =  cu /4，其中 u是空腔

中辐射的能量密度．求出斯特藩-玻耳兹曼常数． 

22.4. 对地球表面平均，落到单位面积上的太阳辐射(在大气以上测量)是 335W/m2．(a) 假

如地球是黑体，并以上述数值向空间辐射能量，地球表面温度应该是多少?(b) 上述数值与太

阳常量(=1340W/m2)不同，为什么? 

22.5. 金属铝的脱出功为 4.1eV．波长为 200nm的光照射到铝金属表面．(a)发出的光电

子中最快的和最慢的动能各为多少?(b)对应于该波长的光的截止电势是多少?(c)金属铝的截

止波长是多少?(d)如果入射光的强度是 2.0 W/m2，则平均每秒有多少光子撞击单位面积的金

属表面? 

22.6. 人眼的感光性是很高的：在黑夜中能探测到每秒不少于 60个光子的波长为 556nm

的弱光．(a)该入射光的强度是多少?(b)如果该光源距人眼 10km，则光源的功率是多少?设黑

夜中人眼瞳孔的半径为 8mm． 

22.7. 考虑射到照相底片上的单色光．当入射光子的能量足以分解底片中的AgBr分子时，

则可以被记录．所要求的最小能量约 0.6eV，求截止波长．这一波长在什么波段? 

22.8. 能量为 10.39keV入射光子受到康普顿散射．在与入射方向成 45.00o角的方向散射

光子的能量是多少? 

22.9. 在康普顿散射中，对一定的光子能量求散射电子的最大动能． 

22.10. 能量为 0.662MeV的γ 射线受到康普顿散射．求：(a)在 60.0o角散射光子的能量；

(b)散射电子的动能． 

22.11. 氢原子的基态电离能为 13.6eV．当氢原子处于第一激发态时电离能是多少?具有

该能量的光子的波长属于光谱带的哪一部分? 

22.12. 要使氢原子从 n = 3的量子态跃迁到 n = 4的量子态，需要多少能量?该能量与室

温中原子的热运动的能量相比大小如何? 

22.13. 静止的氢原子中的电子从第五能级跃迁至基态，由于光子的发射，原子获得的速

度是多少?其反冲能量又是多少? 

22.14. 在µ子原子中， 电子由µ− 子所取代，µ−子的质量是电子质量的 207倍．(a)若µ−子

被质子俘获，则其束缚能是多少?(b) µ 氢子原子的玻尔半径是多少?(c)若µ 氢原子从 n  = 2的

激发态跃迁至基态，所发出光子的能量是多少? 

参 考 文 献 

[1] Krane K S. Modern Physics. New York: John Wiley & Sons, Inc., 1983 
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第二十三章  物质的波动性质 

§ 23.1  物质波 

从上一章我们知道，光具有波粒二象性．频率为ν 的光由具有下列能量和
动量的光子组成： 

kh
c

hphE h====
λ

νν     ;                                 (23.1.1) 

物质粒子又如何呢？德布罗意(1924, Louis Victor de Broglie)在没有实验例证支
持的情况下，在其博士论文中提出上式中动量和波长的关系既适合光也适合物
质．他将一个波和物质粒子联结在一起，并赋予以动量 p运动的粒子一个波长： 

p
h

=λ                                                 (23.1.2) 

它被称为德布罗意波长(de Broglie wavelength)．德布罗意的思想至少基于下述
两个方面：(1) 玻尔关于稳定轨道的假说；用来解释这种稳定性的驻波是十分漂
亮的图象．(2) E = hν , p = h /λ 等关系；这些关系提供了描述物质粒子的物理量
和波的物理量或两者共有的量之间的定量联系． 
利用相对论关系： 

( )
( )[ ] 212

0kk

21
42

0
22

0k

2 cmEE

cmcmEcp

+=





 −+=

 

可以把德布罗意波长写为 
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2
0

k
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0kk

2
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2
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








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=

cm

E
Em

h

cmEE

hc
λ       (23.1.3) 

在极端相对论极限情况下， 

k

nmeV2401
E

⋅
=λ                     (23.1.4) 

而对于非相对论性电子， 

nm
eV504.1

kE
=λ                   (23.1.5) 
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例 23.1  求一个 1.0 eV电子的德布罗意波长. 

解：由于能量比静能小很多，非相对论公式适用，根据(23.1.5)式，得 

m102.1nm
0.1

504.1 9−×==λ  

例 23.2  求乒乓球的德布罗意波长. 

解：假定球的质量和速度分别为 m = 10- 3 kg和 v = 10 m/s. 

m10~
sm10kg10
sJ1063.6 32

3

34
−

−

−

×
⋅×

==
p
h

λ  

§ 23.2  戴维孙-革末实验 

1923年戴维孙(Clinton Davisson)发表了慢电子从铂片反射的角分布实验情
况．他发现了奇怪的结果：弹性反射电子束强度在某些

角度出现了极大．玻恩(Born)认为这是一种干涉现象，
可能与德布罗意把平面波和量子粒子相联系的思想有

关．这导致戴维孙和革末(Lester Germer)进而从事镍单晶
表面慢电子散射的研究．他们发现反射电子在某些相当

确定的方向上强度较大，这一结果与 X射线散射相当类
似．他们的实验装置和反射束强度作为散射角的函数见
图 23.1和图 23.2．镍原子的间隔是 0.215nm．在下列条
件满足时，波强度应出现极值： 

)2,1,=(        sin Lnna λϕ = (23.2.1) 

式中 a 为晶格常量．反射束强度在 50°角处出现极大，相应于波长 0.165nm．而
54eV的电子的德布罗意波长是 0.167nm．根据实验值人们可以计算出普朗克常
量，精确到 1%． 
在图 23.3中画出了反射“晶面”的法线．入射束与晶面的夹角θ 与散射角
的关系是θ  = 90°–ϕ/2．相长干涉的条件是[参
见(21.4.1)式] 

λθ nd =sin2  

其中 d晶面间距，从图上可知它与晶格常量
的关系是 d = asin(ϕ/2)．由此，也就有(23.2.1)
式． 
汤姆孙(G. P. Thomson)于 1927年进行了
另外的实验，以 600eV电子射向铝箔．这些
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图 23.2  反射束强度 
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电子还是慢电子．不过它们的德布罗意波长是

0.05nm．这在 X 射线的范围内(从 0.01nm 到
10nm)．毫不奇怪，汤姆孙得到了与 X射线衍射
完全一样的图样．实验再一次显示了电子的波动

性．汤姆孙发现了电子的波动方面，而他父亲 J. J. 
汤姆孙正是电子(作为粒子)的发现人．由于戴维
孙和汤姆孙的贡献，他们分享了 1937年诺贝尔物
理学奖． 

§ 23.3  电子双缝实验 

在§ 8.4中我们讨论了干涉现象，描述了杨氏双缝实验，得到形成干涉条纹
的条件： 

λθ

λθ







 +=

=

2
1

sin

sin

md

md

 

其强度正比于 

λ
θϕ sincos

2
cos 22 dπ=  

如果用电子束代替光来做实验，你将期待怎样的结果呢？1961 年琼森(Claus 
Jönsson)做了这样的实验，见图23.4．他把一束电子加速到 50keV，然后让它们

通过双缝．缝宽为 a = 0.5×10–6 m，间隔为 d = 2.0×10–6 m．当电子撞击荧光屏时
显示了可见的图样，用照相记录下来．图样与光双缝实验结果的类似性使人

印象深刻．这是电子具有波动性质的又一例证．更有甚者，实验中即使电子是
一颗一颗地发射，仍然有干涉图样！不过，只要我们试图决定电子通过的是哪

个缝，不论用什么手段，图样就立即消失．事实上，任何研究粒子方面的努力
都将破坏图样──波动方面．我们无法同时观察两个方面，所观察的系统行为

属于哪一方面取决于我们所做实验的类型． 
物质粒子的波动性质被广泛地用作探测手段．例如，核反应堆中产生的中
子的德布罗意波长为 0.1nm，可以作为晶体的探测器．图23.5是中子衍射的结

 

图 23.3 

 

图 23.4  琼森电子双缝实验 
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果，清楚地显示了苯分子的结构，其中等值线代表该处的电子密度．能量为

1GeV的质子的德布罗意波长为 10–15 m，就是好的核探测器．利用电子波动特
性的电子显微镜已经成为一种标准的探测工具了． 

§ 23.4  不确定关系 

为了测量波长，我们可以考虑一个间隔∆x；记取其间的波长数 n．两者相
除就可以得到波长为 

n
x∆=λ  

计数的偏差可以不大于±1；波长的偏差∆λ 则满足： 

1+1+ nn
x

n
x λλ =∆−∆≤∆  

于是下列关系成立： 
2~

1
~ λλλλ

+
∆∆

n
nx  

即 

1~
1

~
2 





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∆
∆

λλ
λ

xx                                      (23.4.1) 

至于频率，我们可以通过计算时间间隔∆t内的振动数n求得．频率ν 及其不确定
度∆ν为 

t
n

t
n

t
n

∆
−

∆
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∆
=

1
ν

ν
 

即有 

 

图 23-5  中子衍射结果 
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 1~t∆⋅∆ν                                                (23.4.2) 

对于不同色散的波包(见附录 E)存在关系： 

1 ≥∆∆ xk                                                 (23.4.3) 

有完全确定波数 k = 2π/λ的平面波则弥散在整个空间． 
海森伯(Werner Curt Heisenberg, 1901—1976)提出不能同时测定一个粒子的
位置和动量，精度的极限是 

h ~ px ∆⋅∆                        (23.4.4) 

更精确地说： 

h
2
1≥∆⋅∆ px                                             (23.4.5) 

对于物质粒子，有一个波长λ = h/p与之相联系，即 

khp hh ≡π==
λλ
2

 

所以(23.4.4)或 (23.4.5)式就是粒子波动性质的反映而已： 

1 ~ ~)( kxkxpx ∆⋅∆→←∆⋅∆=∆⋅∆ hh  

例 23.3  试讨论单缝衍射中的不确定关系. 

解：如图 23.6 所示，位置的不确定度∆x 是缝宽，x

方向动量的不确定度∆p 导致的偏差约为第一极小的半宽

度．根据几何关系可得 

00
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p0为入射动量．对于第一极小， 

x
x

∆
≈=∆

λ
θλθ      , sin 

 
于是 

hppx x =≈∆⋅∆ 0λ  

例 23.4  是否可以考虑? 衰变为电子从核中逸出？ 

解：对于数量级为 fm大小的核，位置的不确定度为 

m10 14−=∆x  

按照不确定关系，动量不确定度为 

 

图 23.6  例 23.3 
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s
m

kg10~
m10

~ 20
14

−
−∆

h
p  

动能约为 

MeV02~2
0

42
0

22
k cmcmpcE −+=  

通常β衰变的动能小于 1eV．所以简单的估算排除了电子处在核内的可能性． 

例 23.5  求宏观物体的不确定性 

解：一个 45 g的高尔夫球，以 40 m/s的速度飞行．如果动量的不确定度是 1%，位置的

不确定度可估算为 

m104~
%1sm40kg1045

sJ106 32
3

34
−

−

−

×
×××

⋅×
=∆x  

数值是极其微小的．因此，足球运动员完全不必为足球的不规则波动而担忧． 

例 23.6  用不确定关系估算简谐振子的最低能量． 

解：简谐振子的能量是 

22
2

2
1

2
xpE µω

µ
+=  

如果我们通过不确定关系用 x来表达 p，有 

22
2

2

2
1

42
1 x

x
E µω
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容易求得极小值及其位置为 

µω
ω

2
     

2
1 2

min
hh == xE ，  

在测量过程中，不确定度的严格表示是 

22 xxx −≡∆                                        (23.4.6) 

不确定关系是物质粒子波动性所导致的．在微观问题中，不确定关系常被用来

作数量级的估计．海森伯对建立量子力学有重要贡献，为此他分享了 1932年诺
贝尔物理学奖． 
*另一个重要的不确定关系是 

h
2
1

≥∆⋅∆ tE                                              (23.4.7) 

即能量和时间的不确定关系．激发态的能级有一定的寿命，可由上式估计能级的“宽度”．由

此可知，与能级间的跃迁直接相关的光谱线也就有一定的宽度． 
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习    题 

23.1. 计算能量分别为(a) 1.0MeV、(b) 1.0GeV的质子的德布罗意波长． 

23.2. 质量为 40 g的子弹以 450m/s的速率运动，计算其波长．由此解释为什么没有可观

测的衍射效应? 

23.3. 室温下热中子的平均动能为 3kBT/2 ( T = 300K)，这些热中子与周围环境处于热平

衡状态．(a)计算这些热中子的平均能量；(b)相应的德布罗意波长是多少? 

23.4. 设一质子和一电子具有相同的德布罗意波长 1.00  nm．(a)它们的动量分别是多少(用

keV/c表示)?(b)它们的相对论性总能量分别是多少(用 keV表示)?(c)将电子的动能与质子的作

一比较． 

23.5. (a)自由空间中一质子具有 1.00 eV的能量，另有一电子具有同样能量，它们的波长

分别为多少?(b)将上述能量值改为 1.00GeV，重复(a)的计算． 

23.6. 考虑处于室温及一个大气压下的氦气球．(a)将氦原子的德布罗意波长与其原子间

的平均距离作一比较；(b)由比较的结果说明我们是否可以将该气体分子作为质点来处理． 

23.7. (a)证明波包的群速度等于质点运动的实际速度，即使在相对论情形下亦成立．(b)

证明自由粒子的物质波的相速度总是大于光速的． 

23.8. 一质子被限制在一直径为 1.0 m的球形空间中，估算其最小速度． 

23.9. 用光子显微镜来确定电子的位置，结果有 0.020nm的不确定值，求由此带来的电

子速度的不确定值为多少? 

23.10. 中子从激发态跃迁至基态的过程中发出γ 射线．如果某一激发态的平均寿命是

10–12 s，则相应的γ 射线的能量不确定度是多少? 

参 考 文 献 

[1] Heisenberg W. Z. Physik, 1927, 43: 172 
[2] Gamow G. The Principle of Uncertainty. Sci. Am., 1958, 198: 51 
[3] Jönsson Claus. Am. J. Phys., 1974, 4: 42 



第二十四章  薛定谔方程 

§ 24.1  波函数 

物质波是什么样的波呢？如何定量地描述它呢？关于这些基本问题存在不

同的观点．波恩(Max Born)提出了一个统计解释．按照他的观点，物质波是一

种概率波；波函数(wave function)Ψ 可以用来作定量的描述． 

• Ψ 是概率幅； 
• |Ψ |2 =Ψ*Ψ 概率密度(* 代表复数共轭)； 
• |Ψ (x) |2 dx 是在 x 附近 dx 间隔内发现粒子的概率； 

• ∫
2

1

d)( 2x

x
xxΨ  是在 x1 到 x2 间隔内发现粒子的概率． 

由于波恩在量子力学中所作的基础研究，特别是波函数的统计解释，他分享了

1954 年诺贝尔物理学奖．统计解释也叫做哥本哈根解释 (Copenhagen 
interpretation)．波恩的理论赋予波函数以下基本性质： 

• 波函数是单值、连续、有限的； 
• 虽然|Ψ |2dx 和 C|Ψ |2dx 给出同样的相对概率，在大多数情形下采用满足

归一化条件 τΨ d1
2

∫= 的波函数 

• 波函数叠加原理适用．如果Ψ1,Ψ2 是系统的可能态，则其线性组合

2211 ΨΨΨ CC += 也是系统的可能态． 

爱因斯坦曾对量子力学的建立作出过贡献，但他不大喜欢量子力学描述的

那种“不完整性”．有名的 EPR 佯谬[1]—[4]及其探讨和争论就是与此有关的．玻

姆(David Bohm)也不喜欢微观过程中的随机因素，提出了隐变量的假说．他认

为存在某些隐变量，它们的发现将有助于决定系统的态．然而实验并不支持这

种变量的存在性． 

§ 24.2  薛定谔方程 

受德布罗意物质波概念的鼓舞，薛定谔(Erwin Schrödinger, 1887—1961)联
想到几何光学处理光线，而物理光学处理光波，前者是后者的极限情形；那么

对于牛顿力学，是否存在更一般的波动力学呢？如果把一个自由粒子的波函数
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写成 
)  ( 

i
)2 ( i ee) ,(

tEt AAt
−⋅−⋅ ==

xpxkx hνΨ              (24.2.1) 

可以使得 E 和 p 出现在下面的表达式中： 

ΨΨ

ΨΨ

p
h

h
i

i

=∇

−=
∂
∂

E
t

                          
(24.2.2) 

似乎存在着对应关系： 

t
E

∂
∂

→ hi                        (24.2.3) 

∇→
i

hp                                               (24.2.4) 

这样，对于非相对论能量-动量关系E = p2 / 2m，可以构筑一个方程： 

ΨΨ 2
2

2
i ∇−=

∂
∂

mt
hh                    (24.2.5) 

或加上势能以后，有 

ΨΨΨ U
mt

+∇−=
∂
∂ 2

2

2
i hh                 (24.2.6) 

(24.2.5)式或(24.2.6)式就是薛定谔方程(1926, Schrödinger equation)．它是量子力
学的基本方程．该方程是一个线性方程，所以叠加原理适用．它是时间的一阶
微分方程，因此，其解──概率幅将作因果变化，即 t = 0的值唯一地决定随后
任何时刻的值．这个方程是非相对论性的．*对于相对论情形，我们有克莱因-戈登

方程(Klein–Gorden equation)和狄拉克方程(Dirac equation)． 

从概率密度的时间变化率，可以求得通量密度．因为 

[ ]
tt

tt
t ∂

∂+
∂

∂=
∂ 
∂ ∗

∗
∗ ΨΨΨΨΨΨ ) ,() ,( rr                       (24.2.7) 

利用薛定谔方程 (24.2.6) 及其复数共轭方程，我们有 

( )

( )
J⋅−∇≡

∇−∇⋅∇−=

∇−∇−=
∂
∂

∗∗

∗∗

ΨΨΨΨ

ΨΨΨΨΨ

m

mt

i2

i2
222

h

h

            (24.2.8) 
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通量密度是 

[ ]∗∗ ∇−∇= ΨΨΨΨ
mi2

hJ                                 (24.2.9) 

如果势能是不含时的，薛定谔方程可以分离变量．令 

( ) ( ) ( )tft rr ψΨ =,                   (24.2.10) 

代入薛定谔方程得到 

[ ] )()()()()(
2d

)(d)(i 2
2

tfUtf
mt

tf rrrr ψψψ +∇−= hh              (24.2.11) 





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d
)(d

)(
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rrr
r

ψψ
ψ

U
mt

tf
tf

hh
                (24.2.12) 

若要上式对任意的 t、r 这两个独立变量都成立，唯一的可能是等式两边实际上
都只是常量．这样就有 

 e)(
 

i
tE

Ctf h
−

=                    (24.2.13) 

)()()()(
2

2
2

rrrr ψψψ EU
m

=+∇− h                         (24.2.14) 

(24.2.14)式叫做定态薛定谔方程．定义哈密顿算符(简称哈密顿) 

)(
2

ˆ 2
2

rU
m

H +∇−≡ h                                    (24.2.15) 

这样定态薛定谔方程可以写为 
ψψ EH =ˆ                                             (24.2.16) 

这个方程叫做算符 H$ 的本征值方程(eigenvalue equation)．常量 E的允许取值叫
做本征值(eigenvalue)，而方程的解叫做本征函数(eigenfunction)． 
根据概率的表达式可以得到期望值的表示方式．期望值是单次测量的数学

期望或对大数独立系统测量结果的平均．例如一维问题的位置期望值是 

∫ ∗= xxx dψψ  

动量的期望值为 

∫ ∗= x
x

p d
d
d

i
ψψ h

 

其中用到了(24.2.4)式的对应关系．一般力学量 O的量子力学期望值为 

∫ ∗= τψψ dÔO  
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§ 24.3  一维势阱 

当一个微观粒子被约束在一定的空间间隔中时，我们可以用无限深势阱

(potential well)中的粒子来描述它．长链烯烃(long chain alkene)分子中的电子就
可以近似看做是这种情况的一个例子．这里势能主要是库仑势能，运动限于一
维．而在重力势能的情形，则与空间垂直方向上的高度(或深度)相对应．注意
下面画的势阱完全指的是能量，不必与空间的高度或深度相联系． 
对图24.1所示势阱，粒子经受的势能是 

{
axx

ax
xU

≥≤∞
<<

=
 ,0       , 

0       ,  0
)(     (24.3.1) 

在这一情形，需要写薛定谔方程的只是(0, a)这一区域；在其它
区域只需简单地置ψ = 0． 

)<<(0        
d
d

2 2

22

axE
xm

ψψ =− h                   (24.3.2) 

该方程可以写为 


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            (24.3.3) 

一般解是 
)(cos)(sin)( kxBkxAx +=ψ  

加上边界条件： 
0)((0) == aψψ                                           (24.3.4) 

解是 
)1,2,(            ,)sin( )( L=π== nnakxkAx nnnψ  

根据波数的取值，能量的本征值为 

22

2






 π

=
a
n

m
En

h
 

常数 A 可以通过归一化条件求得，即 

x
a

xn
A dsin1 22 






 π

= ∫  

完整解为 

 

图 24.1  无限深  
势阱 

0 a 
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π
=             (n = 1,2 , …) (24.3.6) 

定态波函数是正交归一化的，即 
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      (24.3.7) 

前 3 个波函数见图24.2．由于无限深势阱的边界

条件(24.3.4)式，波函数呈驻波形状． 
从求解过程我们知道能级的出现是由于边界

的约束．这与驻波十分类似，见(8.3.12) ． 
按照统计解释, |ψn(x)|2dx 是在 x 到 x+dx 间

隔中找到能量为 En的粒子的概率，可见概率密度

是依赖于 x 的．而在经典的情形，在间隔 dx 中

找到粒子的概率是 

x
aa

t
T
t d

2
1

2
dd

==

v

         (24.3.8) 

概率密度是常量．这一比较显示了微观粒子的波动性质． 
上例中包括含时因子的波函数是 
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                    (24.3.9) 

在第八章，我们提到过驻波可以认为是两个行波的叠加；在此，同样可以这样

看，上式右边第一项为右行波，第二项则为左行波并包括了半波损失． 
 

§ 24.4  势垒 

势垒(potential barrier)是图24.3 所示的势能曲线．在经典的情形，只有能量

高于 U0的粒子可以越过势垒．对于微观粒子又如何呢？模型势能是 

 

图 24.2  波函数(n =1,2,3) 

1 

2

3
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{
axx

axU
xU
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)( 0

            (24.4.1) 

假定具有确定能量E的粒子从左边入射．定态薛定谔方
程是 
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定义两个波数k1、k2，有 
( )

2
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2
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2    ,2
hh

UEmkmEk −==                        (24.4.6) 

这样，(24.4.4)式和(24.4.5)式可以写为 

02
1 =+′′ ψψ k                      (24.4.7) 

02
2 =+′′ ψψ k                      (24.4.8) 

三个区域内的解分别是 
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              (24.4.9) 

确定系数的标准步骤是：(1) 令F = 0，其根据是在x > a区域内没有向左的波；(2)
利用在“界面” x = 0、 a的衔接条件(matching condition)和归一化条件建立方程． 

*由于薛定谔方程(24.2.15)是二阶微分方程，只要势能是有限的，从某一点(或面)的波函

数及其一阶导数可以求得任何其它点的波函数．所以要求空间任何一点的波函数及其导数连

续、有限、单值是合理的．这保证了波函数可以唯一地表示确定的物理情况．这种要求的结

果使得概率密度和概率流密度处处有限、连续. 

在势垒穿透问题中，往往只对反射系数 R 和透射系数 T(reflection and 
transmission coeffic ients)感兴趣： 

2

2

2

2

,
A

E
T

A

B
R ==                                     (24.4.10) 

 

图 24.3  势垒 

0 

U0 

a 
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问题的要点在于，即使粒子的能量 E < U0 (k2
2 < 0)，我们仍然有非零的 T．这种

情形叫做隧道穿透(tunneling)．令波数 

κi2 −=k                       (24.4.11) 

可算得透射系数为 
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其中的近似对κa >> 1适用．最后的表达式可推广到任意形状的势垒． 
*任意形状的势垒,如图24.4所示，根据(24.4.12)式，透射系

数是 
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需注意的是，上述系数 R 和 T 实际上是通过通量来
定义的： 
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R ==                                      (24.4.13) 

JR为反射通量，JI为入射通量，JT为透射通量．对势垒的情形分别是： 
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其中波数 k3是为了强调透射区的势可能不一样．如果正是那样的话，透射系数

T 将是 

1
2

3
2

kA

kE
T =                                            (24.4.16) 

结果可用来讨论隧道二极管 (tunnel diode)． 
隧道穿透现象相当普遍．1973年诺贝尔物理学奖被 Leo Esaki，Ivar Glaever 

 
图 24.4 

U(x) 

x1 x2 
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和 Brian D. Josephson所分享，就是因为前两位在半导体和超导体中发现了隧道
穿透现象，而后一位则是从理论上预言了超流隧道穿透性质． 

*隧道二极管,如图 24.5所示，其中提示了两个不同的波数．试设定合适的坐标系． 

扫描隧道显微镜(STM，scanning tunneling microscopy)的使用已相当普
遍．图24.6显示了用它探测材料表面的情形．电子从探针跑到材料表面必须穿
过一个势垒．*试与引力场中的经典势垒作一比较．有了 STM 技术，单个原子的控
制、成象和开关都已成为可能．宾宁和罗热(G. Binnig and H. Rohrer)因发明 STM
而获 1986年诺贝尔物理学奖． 

在集成电路密集程度越来越高时，进一步提高集成度的主要困难将不是制作工
艺方面的，最根本的是量子效应的限制． 
有很多势阱和势垒共存的例子．例如α变的模型如图24.7所示．α粒子反复
碰撞核势阱壁，最后穿透核势垒而出．又如氨分子，如图24.8所示，处在势阱
底的氮原子可以来回穿透势垒． 

阶梯势提供了另一个有趣的情形，如图24.9所示．它可以表达为U0θ ( x )．对
于 E > U0，在 x < 0区域有入射和反射波，而在 x > 0区域有右行的波存在．对
于 E < U0，在 x > 0区域只可能有负指数解．否则在无限远处的有限性不能保
证．所以对 E > U0，薛定谔方程的解可写为 
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式中 

                 
图 24.5 图 24.6 

   

图 24.7                                                       图 24.8 

 

图 24.9  阶梯势 
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式中 
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利用在 x = 0 处的衔接条件： 
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可以求得完整解．这里我们只对解的性质感兴趣．假定在某一距离(x > 0)内波

函数仍然有有限值(D ≠ 0)，即 
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               (24.4.22) 

在这一区域内动能 
0 < 0UE −  

按照经典物理，不可能在此区域内找到粒子，因为粒子还差U0 – E + T 这么多

能量，且起码应该有T ~ 0+．想象在时间间隔Δt = /( U0 – E + T)内粒子可以借得

这些能量以爬上阶梯势然后行进距离vΔt = (2T/m)1/2Δt = 2Δx后再归还这些能

量．试找出Δx 和T之间的关系．如果我们已经接受了微观粒子的波动性，那么就不

需要以上的说明了． 
 

§ 24.5  简谐振子 

在很多情形，微观粒子在谐振子势中运动，即 

2

2
1 kxU =                                                (24.5.1) 

这时，定态薛定谔方程是 
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一个合理的要求是ψ(x→±∞)→0．因此，可以采用指数衰减型的试探波函数ψ(x) 
= Aexp(ax2)来求解，对该试探波函数求导数得 
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把它们代入(24.5.2)式得到 
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即要求 x相同幂次的系数有如下关系： 
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由此可得： 
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于是，总的解为 
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这是谐振子基态的能量和波函数，E0称零点能．关于谐振子的标准解，读者可
查阅有关量子力学的教科书，下面列出其部分结果： 
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 (24.5.5) 

其中的特殊函数 Hn为厄米多项式(Hermite polynomial)． 
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  ⋯⋯ 
*试找出其下标与函数特性的三个关系． 

图 24.10表示了前四个谐振子波函数的图象． 
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为了与经典的谐振子比较，我们来求经典情形下的概率 P，即ξ 附近 dξ 区
间内在一个周期内逗留的时间比率． 
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ξ =                                           (24.5.6) 

无量纲形式的位移和速度可以写为 
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于是概率密度为 
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图 24.11作出了该经典谐振子的结果和 n = 12的量子结果． 
 
 
 
 
 
 

 

 
图 24.10  前四个谐振子波函数 



习    题 405 

 
习    题 

24.1. 若电子被限制在 10–14 m 量级的一维区域中(该量级为原子核的尺度)，试估算此时

电子的零点能．若电子和质子的距离为上述尺度，计算其间的引力势能和电势能，并与零点

能作比较．在此基础上讨论电子存在于原子核中的可能性． 
24.2. 质量为 m的粒子在三维谐振子势场中沿圆轨道运动．势能可以表示为 U = kr2/2，

若粒子的角动量符合量子化规则，即 L = n ，(a)证明相应的能谱为 E = n ω，其中ω = k m ；

(b)证明轨道半径及粒子在轨道上运动的速度分别为 r = r0√⎯n 和 v = v0√⎯n，给出 r0和 v0的表达

式．(c)设粒子在第 n 量子态上运动，其轨道频率是多少?(d)若粒子从某一激发态逐个向下跃

迁，其辐射频率是多少? 
24.3. 设粒子出现在 0 ≤ x ≤ a 的区间内任一点的概率是相同的，而在该区间以外出现的

概率为零．(a)求粒子位置的平均值〈x〉；(b)求位置的不确定度Δx. 
24.4. 设限制在一维盒子中的粒子的波函数为 
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( )  
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(a)画出该波函数的图像．(b)粒子处在该状态的量子数是多少?(c)证明粒子的位置不确定度是 

22
1

12
1

π
−=Δ ax  

 

图 24.11  谐振子的概率密度(n =12) 
−6.00          −400           −2.00            0.00             2.00             4.00             6.00 
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24.5. 求能量为 E的粒子在阶梯势 U(x) = U0θ (x)上的反射和透射系数．设 E >U0． 

24.6. 通过直接积分的方法证明谐振子的波函数ψ 0和ψ 1是归一化的，而且ψ 0和ψ 1、ψ 2
均正交． 

24.7. (a)设一维谐振子的振动频率均为 400Hz，分别计算其零点能和能级间距．(b)对三

维谐振子重复以上计算．(c)在二氧化碳分子中，两个氧原子的振动频率均为 6.43×1011Hz，

则其零点能和能级间距是多少? 
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第二十五章  原    子 

§ 25.1  氢原子 

最简单的原子是氢原子．从第四章我们知道，两体问题可以化为单体问

题．得到的方程将包含约化质量和相对距离(或相对位置矢量)．类氢原子的哈

密顿是： 

r
Ze

H
2
s2

2

2
ˆ −∇−=

μ
h                                      (25.1.1) 

其中 
2

0

2
s 4

1 ee
επ

≡                                             (25.1.2) 

如果 Z = 1，那正是氢原子的哈密顿；当 Z ≠ 1，适用于氦离子(He+)、锂离子(Li2+)
等等．在球坐标系中， 
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这一算符的角度部分可以定义为 
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这样薛定谔方程为 
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其中 E 小于零．在方程中径向和角度部分是分离的，我们期望有如下形式的解： 

) ,()() , ,( ϕθϕθψ YrRr =                                    (25.1.6) 
2L̂ 是角动量平方算符，其本征值和本征函数如下： 

) ,(Y )1() ,(Y ˆ 22 ϕθϕθ mmL ll hll +=                            (25.1.7) 

其中l是整数而 Ylm是球谐函数(见附录 K)．于是方程的径向部分为 
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相应的本征函数是 Rnl(r)，本征值(“库仑势阱”中的能级)是 
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                   (25.1.9) 

解要求 
Ll ,2,1,0   1 rr =++= nnn ，                            (25.1.10) 

总的定态波函数是 
) ,()Y( ϕθψ mnmn rR lll =                                (25.1.11) 

其中整数 n 叫做主量子数(principal quantum number)，l 叫做角量子数(angular 
quantum number)，取值为 

1 , 2, 1, 0, −= nLl                                    (25.1.12) 

m为磁量子数(magnetic quantum number)，满足： 

llLll  ),1( , ),1( , −−−−=m                               (25.1.13) 

从(25.1.9)式我们知道能量依赖于主量子数 n．但同样的能级可以对应不同的量
子态，那就是 n相同而l、m不同的态．这种现象叫做简并(degenerate)．同一能
级的状态总数称作简并度(degeneracy)．对于氢原子简并度是 
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从(25.1.12)式我们还可以知道角动量小于玻尔设定的值． 

( ) ( ) ( )222 11+ hhhll nnn <−≤                              (25.1.15) 

§ 25.2  能级和跃迁 

氢原子的能级示意图如图 25.1．不同能态 Ea、Eb之间可以发生跃迁而伴随

着能量为 
ba EEh −=ν  

的光子的发射或吸收．在上一节中我们已经描述过简并现象．在图 25.1 中相同
主量子数不同角量子数的能级已分开画出．在光谱学中，谱线的命名与角量子

数有关，相应于一定角动量的线系都赋予一定的名字．例如：当 Ea状态的角量

子数l =0，相应的谱线称为锐线系(sharp)；对l =1称为主线系(principal)；对l =2
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称为漫线系(diffuse)；对l = 3称为基线系(fundamental)等等；规定l = 0, 1, 2, 3, …

的状态分别为 s, p, d, f, …状态．进一步研究表明跃迁必须遵循“选择规则”，不
过深入的讨论已超过了本书要求．这里我们可以列出最重要的一个： 

1±=∆l                                                 (25.2.1) 

图中画出了这一规则所允许的跃迁．当然还有其它规则，不过按照那些规则进
行的跃迁发生的概率要小得多．以后我们会发现这一点对维持激光物质的“反

转”状态是重要的．碰撞也能造成跃迁．不过热运动能量的量级为 kB·300K ≈ 

 
图 25.1  氢原子能级示意图 
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1/40eV，只能引起能量差较小的能级间的跃迁．在§ 25.6 讲述激光原理时我们
将会提到这种情况． 
现在我们将(25.1.9)式改写为 
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式中 a0为玻尔半径 
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a h=                                               (25.2.3) 

而比率 

µ
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e1
m

m
m

=+=                                          (25.2.4) 

对于氢，η =  1.00054．对于氘(deuterium)? 氦离子(He+)? 锂离子(Li++)和µ氢原
子等只要考虑到η 因子，能量本征值和第一“轨道”半径都可容易求得．一次
电离的氦(He+)是匹克林(Pickering)于 1896年检测到的，Z = 2, η =  1.00014．对
于氘η = 1.00027，它的存在是在 1931年最后证实的． 

例 25.1  一个µ子代替氢原子中的电子形成了所谓µ 氢原子(muonic hydrogen atom)[1]．求

µ 氢原子的基态能量和有效玻尔半径 a*． 

解：这种原子有着和普通氢原子完全类似的结构．由于µ 子质量、约化质量较大： 

ee 186   , 207 mmm ==µ µ  

空间间隔和能量间隔的尺度将与氢原子不同． 
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由于这两个量的值，使其在获得核的信息、造成µ 子分子以促成常温核聚变(cold fusion)，
以及获得特殊频率的 X射线等方面有重要的应用． 
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§ 25.3  概率密度 

对(25.1.11)式概率密度角度部分积分即可得到径向概率密度： 
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径向波函数正比于拉盖尔多项式(Laguerre polynomial) L： 
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式中 
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图 25.2 中画出了3个密度分布． 
 

显然，电子的状态在概念上和数值上均与玻尔模型不一样．事实上 r 的平
均是 
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最概然(the most possible)半径是较有意思的量．一般的拉盖尔多项式需要查
表．但是对于l = n – 1，即最大的角量子数，有 

1L 12
0 =−n                                                (25.3.4) 

 

(a) 

            
(b)                                                                                     (c) 

图 25.2  径向概率密度 
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最概然半径 rmp可以通过求导求得： 
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形式上可与玻尔模型的表达式相似．但这种对应并不是很严格的，毕竟玻尔模

型采取了确定的轨道，而这里完全是统计的概念．再说玻尔轨道还是平面的． 

对总概率作图会给出模糊球、模糊哑铃等等形状，如图 25.3所示．它们常
常被称为电子云(electron cloud)． 
通过观察可以得到一个有意义的结论．由于波函数可以因式分解为实部和
虚部： 

ϕθψϕθψ mrr ie) ,(~) , ,( =                                   (25.3.6) 

根据(24.2.9)式所表示的概率通量密度： 
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所以电子云不是静止的． 

 

图 25.3  电子云 
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§ 25.4  轨道角动量和自旋 

按照(24.2.4)式动量的算符形式，角动量算符是 

( ) ( ) ( )









∂
∂

−
∂
∂

+






∂
∂

−
∂
∂

+







∂
∂

−
∂
∂

=

−+−+−=

=×=

x
y

y
x

z
x

x
z

y
z

z
y

pypxpxpzpzpy

ppp
zyx

xyzxyz

zyx

iii

ˆˆˆˆˆˆ

ˆˆˆ
ˆˆ

hhh
kji

kji

kji
prL

      (25.4.1)

 

我们可以利用直角坐标和球坐标之间的转换，使之与(25.1.4)式 $L2
相一致．例如，

z 分量中的偏导数算符是 
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利用 (r,θ,ϕ) 和 (x,y,z)之间的关系，可算得 

ϕ∂
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=
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ˆ h
zL                                              (25.4.2) 

由此可知球谐函数也是这一算符的本征函数，相应的本征值为 mh． 

例 25.2  求解转动惯量为 I 的刚性转子问题． 

解：薛定谔方程为 
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解为 
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波函数中已经包括了归一化因子． 

(原子)光谱提供了很多信息．其中有原子能级的信息，它导致了氘和离化
氦的发现．它也是研究红移的重要途径．就能级而言它还导致了另一个重要发

现：在主线系和锐线系中的谱线是双重的，而在漫线系和基线系是三重的．例
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如著名的钠的 D 线就是双线：D1 : 589.593 0 nm, D2 :5 88.996 3 nm (3p↔3s). 这
种能级分裂叫做精细结构(fine structure)．氢有着丰富的精细结构．此前，我们

知道 3 个量子数确定了能级和空间分布，但并没有显示精细结构，由此可知一

定还有别的量子数． 
1922 年，施特恩和盖拉赫(O. Stern and W. Gerlach)设计了一实验来测量银

原子的磁矩．在§ 19.1 中我们知道磁偶极矩和环流有关．根据玻尔模型，L = mvr 
= n=, 磁矩是： 
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L k−⋅= =n
m
eμ                                       (25.4.3) 

按照经典理论，磁矩为μ 的原子在非均匀磁场中将经受一个力[(19.3.4)式]： 

BF ∇⋅= μ                                              (25.4.4) 

假定磁场在 z方向(比如图19.8向右)有有限梯度，力将是 
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根据经典理论，原子磁矩在场中进动但取向是随机的，所以磁偏转只是使得原

子束变宽而不会分裂．根据玻尔的量子理论则入射原子将会偏转．施特恩和盖

拉赫认为他们可以从偏转的程度测出原子磁矩．他们发现原子束分裂为两

束． 当时认为银原子基态是 p－态(A = 1)．于是他们就无奈把 m = 0 的态删掉了

以解释观察到两条而不是 2A+1 = 3 三条踪迹。很多人特别是玻尔对于用其模型

而排除零值不自在[9]． 
1925 年，乌伦贝克和高兹密特(Uhlenbeck and Goudsmit)引入了电子自旋

(spin)角动量．对于电子，自旋 S 可以有如下的分量： 
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⎛

z=
S

                                            (25.4.6) 

和相应的磁矩 

S
m
e

−=Sμ                                            (25.4.7) 

自旋是一种内禀的角动量，和轨道角坐标丝毫没有联系． 
施特恩和盖拉赫分裂并没有导致自旋概念．甚至引入自旋概念后也没有马

上与之联系在一起．直到 1927 年当弗雷泽(Ronald Fraser)注意到银、氢、钠的

基态轨道角动量以及相应的磁矩为零，才把施特恩和盖拉赫分裂归诸于自旋[9]． 

让我们来看利用自旋如何解释精细结构．在例 17.3 中，电流环在中心的磁

场为 
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a
I

a
kB  

2
 = 2

4
 = 0

3
0 µµ µ
π

                                    (25.4.8) 

我们把这个表达式用到玻尔原子．如果采用“地心系”，电子可作为坐标原点，
它经受到的核磁场： 

r
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rr
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 2
1

22
00

π
==

µµ
                                    (25.4.9) 

磁能是 

r
ev

rm
e

U

 2
1

22
1 0

π
×±=

⋅−=
µh

Bµ

                (25.4.10) 

用玻尔的角动量量子化条件、半径公式以及精细结构常数： 

c
e

me
a

h
h 2

s
2
s

2

0      , == α  

能量差可以写为 

5
42 12

n
mcBU αµ ==∆                                 (25.4.11) 

对于 n = 2，计算值为 4.53×10–5eV．实验上观察到拉曼系α线的分裂是
4.54×10–5eV．你如何评价？数据符合好得难于置信．精细结构常数α  和 mc2项
的出现意味着这一能级分裂是相对论效应．事实上有两个相对论效应还没有考

虑： 
• 动能表达式应该展开保留最低修正． 
• 在核参考系中，电子只经受电场．在电子系参考中，磁场应该按照相对
论计算． 

尽管如此，上述计算作为数量级估计还是好的． 
电子并不自转．按照经典理论，一个电荷为 e、半径为电子经典半径 re的
均匀球以角速度ω 旋转时将具有一个磁矩： 
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令它等于电子的自旋磁矩 
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线速度为： 

c
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ω
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e

e ==
h

 

这意味着电子表面线速度是光速的百倍．然而对于经典理论而言，本质的灾难

不是高速而是由于加速造成的辐射． 

§ 25.5  多电子原子 

在多电子原子中，是否所有电子占据 1s 态以保持最低的能量呢？答案是否
定的．对于原子问题，我们有泡利不相容原理 (1925, Pauli exclusion principle)： 

• 在单个原子中没有两个电子可以有相同的量子数(n, l, m, ms)． 

对于多电子原子，我们可以写下在 N 个位置 r1, r2, L, r 上找到电子的概率密
度．由于电子的全同性，交换其中两个电子将不改变概率: 

( ) ( ) 2

21

2

21 ,,,,,,, ,,,,,,, NijNji rrrrrrrrrr LLLLLL ψψ =       (25.5.1) 

这意味着 
( ) ( )NijNji rrrrrrrrrr ,,,,,,, ,,,,,,, 2121 LLLmLLL ψψ =         (25.5.2) 

我们称波函数是反对称或对称的．当粒子的波函数是反对称的或对称的时，则
相应的粒子被称为费米子或玻色子(Fermion, Boson)．电子是费米子(见§ 27.1)，
波函数必须是反对称的．两个费米子的反对称空间波函数是 

( ) ( ) ( )
( ) ( )2 1 

2 1 
2 1 

!2

1
 ,

rr
rr

rr
nn

mm

ψψ
ψψ

ψ =             (25.5.3) 

具有一定主量子数 n 的态，电子到核的平均距离大致相同，称作原子壳层
(shell)．其中 n = 1的壳层用字母 K来表示．n = 2、3、…分别用 L、M、…来
表示． 
具有同样 n和角量子数l的态称作子壳层(subshell)．在填充子壳层时必须遵
循以下两个规则： 

• 每一子壳层的容量是 2(2l + 1)； 
• 电子首先占据最低能量状态． 

填充次序如表 25.1所示． 
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表 25.1 

n l 子壳层 2(2l+1) 

1 0 1s 2 

2 0 2s 2 

2 1 2p 6 

3 0 3s 2 

3 1 3p 6 

4 0 4s 2 

3 2 3d 10 

4 1 4p 6 
5 0 5s 2 

4 2 4d 10 
⋯    

1859 年门捷列夫(Mendeleev)根据元素的物理和化学性质将它们组织到元素周
期表(periodic table)中去．利用(量子态或)原子能级来理解这种组织结构是原子
理论的极大成功． 

§ 25.6  激光 

激光器和激光光束自问世至今三十多年间，已经极其广泛地应用于科学技
术乃至日常生活中．计算机的光驱、激光唱机(CD Player, Discman)以及夜间运
动会上五彩缤纷的激光光束已经是司空见惯的了．而究其最基本的原理，则是

由爱因斯坦 [3]于 1916 年在旧量子理论的基础上提出的受激发射(stimulated 
emission)的概念．激光的英文词 Laser是受激发射光放大(Light Amplification by 
the Stimulated Emission of Radiation)的缩写． 
原子的跃迁和光的吸收和辐射的关系为 

ba EEh −=ν                                            (25.6.1) 

这表明处在基态的原子可以吸收一个光子而跃迁到第一激发态．处在激发态的

原子可以发射一个光子而跃迁到低能态(低激发态或基态)．这种过程可以在同
频率辐射的激励下实现，这时有一个光子进、两个光子出，叫做受激发射．原

子也可以不用电磁场激励而实现以上过程，称作自发发射 (spontaneous 
emission)．所谓自发发射可以看做是原子和电磁场零点振动模式相互作用的结
果，也是一种受激发射．这样就可以统一地处理发射问题． 
需要注意的是原子的跃迁并不唯一地由(25.6.1)式决定．还有选择规则．有
时候由于某些量子数的变化不满足选择规则，一些能级对之间跃迁是禁戒的
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(forbidden)．还有一些态之间的跃迁概率较小，形成了亚稳态 (metastable 
state)．亚稳态的寿命可达 10–3s． 
对于一个在一定温度之下的大数原子系统．我们希望有较多的原子处于激
发态．但是在正常情况下根据玻耳兹曼统计，处于能量为 E 的原子数正比于
exp(–E/kBT)，也就是说对于 E2 > E1，总有 

[ ] 1)()(exp: B1212 <−−= TkEEnn  

要实现大量原子的受激发射，首先要实现“粒子数反转”(population inversion)，
即使受激原子占多数．目前激光器类型很多，实现粒子数反转的方式也很多．例

如有光学抽送(optical pumping)、让原子与另一种已经激发的原子碰撞、与电子
和离子流碰撞，或使原子从更高的激发态经自发发射

而跃迁下来，也可以是以上方法的组合．图 25.4所示
是光学抽送的例子．最早组装的红宝石激光器用的就

是这一原理．将激光材料(lasing material, amplifying 
medium, gain medium)置于强光源照射下，虽然光照是
连续谱，但是原子能级结构决定了只有一定能量的光

子才能被吸收．原子从 E1 到 E3 的过程就是光学抽
送．而从 E3到 E2是伴随自发发射的跃迁；其中 E2是

亚稳态．在适当的条件下，处于亚稳态 E2的原子可以大大多于处于 E1的原子．这

样就实现了粒子数反转． 
氦-氖气体激光器是目前实验室里用的较多的廉价激光器．其达到粒子反转

的方式与前者不同．在气体放电管中充以比例为 80%:20%的氦和氖的混合气
体，其中氖是激光物质．氦的作用在于它的一个亚稳

能级 20.61eV非常接近氖的一个能级(20.66eV)．在气
体放电过程中氦与电子、离子碰撞而被抽送到亚稳态，
氖又通过与氦原子的碰撞获得能量而激发到 20.66eV
的能级．只要其中一个氖通过自发发射放出能量为
1.96eV的光子时，就会导致大量氖原子释放同样的光
子──波长为 632.8nm的红色激光(图 25.5)． 
激光的特点在于它的“相干性”(coherence) ──
确定的频率、相位和偏振．由于受激发射也可以形成

连锁反应，所以光强极大．此外，还可以通过聚焦和
一系列的技术诸如 Q开关(Q-switching)、锁模(mode-locking)和 TEA (transverse 
electrical atmospheric discharge)等造成高功率脉冲输出．所有这些使得激光技术
得到极其广泛的应用：工业上的切割、焊接，医学上外科手术切割、止血、光
纤探视，精密距离测量、全息照相(holography)，商业上的广告、条形码(bar code)，
激光聚变(laser fusion, laser–initiated thermonuclear reactions)乃至激光武器等等． 

 
图 25.4  光学抽送原理 

 
图 25.5  氖的部分能级 

E1 

E2 

E3 

632.8nm 
1.96eV 

20.66eV 
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表 25.2简要地列出了一些类型激光器的特性．其中的染料激光器的脉冲持
续期已经短到飞秒范围．这是一种超短脉冲、宽频激光器，为研究飞秒数量级

的物理、化学过程提供了新的可能． 

表 25.2  一些类型激光器的特性 

增益介质 类型 峰值功率 脉冲持续期 波长 

HeNe 气体 1 mW 连续波 633nm 

Ar 气体 10 W 连续波 488 nm 

CO2 气体 200 W 连续波 10.6 µm 

CO2 (TEA) 气体 5 M W 20ns 10.6 µm 

GaAs 半导体 10 mW 连续波 840 nm 
红宝石(QS) 固体 100 M W 10ns 694 nm 

Nd:YAG 固体 50 W 连续 1.06 µm 

Nd:YAG(QS) 固体 50 M W 20ns 1.06 µm 

Nd:YAG(ML) 固体 2 kW 60ps 1.06 µm 
Nd:玻璃 固体 10 TW 11ps 1.06 µm 

Rh6G(ML) 染料(dye) 10 kW 30fs 600 nm 

HF 化学 50 M W 50ns 3 µm 

ArF 准分子 10 M W 20ns 193 nm 

§ 25.7  X射线 

氢的电离能为 13.6eV，而氦的电离能为 79eV．实际上随着核电荷数增加，
多电子原子的能级有数量级的变化．例如，要“敲出”钼(molybdenum, Mo)的
最内层电子需要 20keV的能量．如果我们真的敲出了一个最内层电子，则外层
电子就会去填补空缺，这一过程将导致辐射．其波长的量级容易估计为 

nm062.0
keV20

nmeV4012
keV20

~

=

⋅=hcλ
                                (25.7.1) 

这种辐射称为 X射线．通常 X射线是指波长小于 nm量级的电磁辐射，与紫外
线的范围有所重叠．伦琴(Wilhelm Konrad Röntgen, 1845— 1923)由于发现 X射
线而于 1901年首获诺贝尔奖． 
当用 35keV的电子束轰击钼靶时，就产生了上述的 X射线．图25.6的纵坐
标是相对强度，图中标有 Kα和 Kβ的峰即对应着由外层电子跃迁到内层时产生

的 X射线，称为 X射线的标识谱(characteristic spectrum)．在图的下部还有连续
分布的辐射──X 射线的连续谱，这部分辐射是电子在行进中遭到减速而发出
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的，称为轫致辐射(bremsstrahlung, braking radia- 
tion)．电子损失的动能∆Ek作为 X射线光子的能量
而出现．如果电子损失其全部能量而发射单个 X射
线光子，则此时有最高可能频率或最短可能波长，

即截止波长(cutoff–wavelength)．容易算得截止波长
为 

pm4.35
keV35

nmeV4012

k
min =

⋅
==

E
hc

λ  (25.7.2) 

由连续谱产生的原因可知所有的连续谱都有截止波
长，与靶材料无关仅取决于入射电子的能量． 
下面我们来讨论标识谱与原子能级的关系．在氢原子问题中 1s能级的能量
为–13.6eV．能量零点对应什么状态呢？对应于原子完全电离且电子和质子都
处于静止状态．在研究 X射线时，取能量零点为处于基态的中性原子．这样会
比较方便．最内的壳层对应于 n = 1，即 K壳层．敲出一个电子(造成一个空穴)
的状态对应最高的能级 K．当 L或 M壳层的电子去填那个空穴的时候，则将形
成在 L或 M壳层有一个空穴的状态，能量比 K壳层低．在填充空穴的过程中
同时发射出来 Kα和 Kβ等标识谱线．从§ 22.4我们知道 Kα的频率为 

2)1(
4

3
−= ∞ Z

cR
v  

其中(Z–1)是由于 1s电子的屏蔽．又当 L层出现空穴时 M层和 N层电子可以去
填充，同时发射 Lα和 Lβ等标识谱线．图 25.7中标出了这样的线． 

X射线衍射是晶体结构分析的重要手段．在二十一章我们已经求得了相长
衍射的条件为 

λθ nd =sin2                 (21.4.1) 

这相当于从相距 d的两个平面反射的情形． 
为了从该式获得晶体结构的信息，可以采取以

下方法： 
(1) 劳厄(Laue)法．晶体固定不动，采用连续谱

X射线入射． 
(2) 转动单晶法．采用标识谱 X射线，波长是
固定的．但是晶体旋转改变角度也可以使得条件满

足． 
(3) 粉末法(Debye 法)．对于多晶即使用标识谱
单色入射，并且固定晶体不动，反射条件也容易满

足． 

 
图 25.6  X射线谱 

 
图 25.7  X射线标识谱 
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如何从衍射光斑的图样来定出晶体的结构，在固体物理学中可以找到答案． 
X射线衍射在生命科学中也发挥过巨大的作用[5]．早在 1938年，布拉格(W. 

H. Bragg)看到研究生佩鲁兹(M. Perutz)所拍摄的血红蛋白的衍射照片时，他就
判断有可能用 X射线衍射来解决它的结构．这是一个正确的判断．但是由于分
子中的原子数高达 10 000，致使这场战斗持续了 25年．看来当初对于可能遇到
的困难估计不足．直到 1957年肯特鲁(J. C. Kendrew)才获得了 0.6nm分辨率的
肌红蛋白的三维结构图．布喇格看到这一图象时，认为长期努力追捕的目标已

经基本到手了．经过不懈的努力，在 1959年获得了 0.2nm的分辨率，1962年
获得了0.14nm的分辨率．后来佩鲁兹也完成了血红蛋白的结构分析．肯特鲁和
佩鲁兹分享了 1962年诺贝尔化学奖． 

1951 年美国加州理工学院的泡令(L. Pauling)定出了纤维蛋白的α 螺旋结
构．他是依靠结构化学方面的特长，从原子之间的立体化学关系、氢键的配置，

采用拼搭模型的手段将螺旋结构猜出来的．基本上没有采用 X射线衍射结构分
析的手段． 
泡令的发现对当时美国青年生物学家沃森(J. D. Watson，时年 23岁)和英国
物理学家克里克(F. Crick，时年 35岁)以很大触动．他俩参考了伦敦大学威尔金
斯(M. Wilkens)和富兰克林(R. Franklin)所获得的 DNA的 X射线衍射图谱，于
1953年春提出了 DNA的右手双螺旋结构模型[6][7][8]

 (见§ 26.5)，被誉为 20世纪
生命科学中最伟大的成就．沃森、克里克和威尔金斯 1962年获诺贝尔生物医学
奖．此前，富兰克林于 1958年去世． 

习    题 

25.1. (a)当主量子数 n为 6时，角量子数l有多少种可能取值?(b)当l = 6时，磁量子数 m

的可能取值是什么?(c)若l = 4，则 n的最小值是多少?(d)使角动量的 z分量为 4h的l的最小值

是多少? 

25.2. 电子偶素(positronium)[2]是由正负电子组成的“类氢原子”．求电子偶素的能级． 

25.3. 使氦原子完全电离的能量为 79eV． (a)当氦原子的第一个电子被电离后，使第二个

电子电离需要多少能量?(b)只电离氦原子两个电子中任意一个需要多少能量? 

25.4. 证明氢原子的波函数ψ  100和ψ  200正交归一． 

25.5. 求 n = 2, l = 0态的径向概率密度取极值的半径． 

25.6. 求 n = 2, l = 1态的电子处于 a0和 2a0之间的概率． 

25.7. 设在有心力场中运动的粒子有如下形式的波函数： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ϕθϕθϕθψ ,Y
2
3

,Y
2
1

,, 1,1311021 −−= rRrRr  

(a)列出下述物理量的所有可能值：E, L2, Lz；(b)计算上述物理量的平均值． 

25.8. 分别计算氢原子中处于量子态 n = 2, l = 0和量子态 n = 2, l  = 1的电子与原子核的
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距离大于 5a0的概率．说明哪一种量子态距离原子核更远． 
25.9. 证明原子结构中的闭壳层必须满足 L = S = 0． 
25.10. 当用 35.0keV 的电子轰击钼靶时产生的 X 射线，最短波长是多少? 
25.11. 求类氢元素金属靶的 X 射线标识谱线 Kα和 Kβ频率之间的关系． 
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第二十六章  分子和团簇 

分子是物理和化学的交接点，但是物理学家和化学家对分子的描述有着相
当的差异．他们所用的语言和图象不尽相同．生物大分子则是生物学、生物化

学和生物物理等领域共同关心的对象．团簇是从原子、分子到凝聚物质的中间

环节． 

§ 26.1  原子轨道 

我们曾评论过玻尔的轨道概念．现在，在大多数情形下，我们用波函数来

描述原子中电子的运动．可是在量子化学的领域里，人们把这些波函数称为原
子轨道(atomic orbital, AO)．注意：不要把原子轨道和玻尔的轨道相混淆． 

s 轨道(s orbital) 
最简单的情形是氢原子的基态．氢原子基态的波函数为 
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所以等概率面全是同心球面．对于半径为 r 的等概率面，我们可以求电子处于
其外的概率分数． 
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当概率为 10% 时，r = 2.6a0．为了简化问题，我们可以认为电子集中在这一半

径以内．相应的球面叫做界面．现在电子分布不是模糊球了，而是有明确的球
面．当我们说电子集中在界面以内时，当然实际上是一种近似． 

p 轨道(p orbital) 
对于主量子数 n = 2，径向波函数为 
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根据第二十四章，我们知道由于薛定谔方程是线性的，任何可能的波函数的线

性组合仍然是系统可能的状态．这样我们可以重新组合波函数的角度部分如下： 
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并把它们连同径向波函数的乘积分别称为 px、py、pz轨道： 
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相应于 p 轨道的概率密度 w2x可以通过考察截面(图 26.1)而得到较形象的印象
(图26.2)．例如，x–z 平面内，可以算得概率密度为 
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等概率的截口如图26.1所示．虚线代表波函数与实线部分差一个负号(px ~ x)，
或者说有一附加的相位因子π，当然概率密度总是正的．根据界面的概念，s 轨
道用一个球来表示，那么 p 轨道可以形象地用纺锤来表示，图26.2形象地画出
了 p 轨道． 

        

图 26.1  w2x的等值线                                            图 26.2 

x 

z 

y 
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sp杂化(sp hybridization) 
对于一个原子，最简单、非平庸的波函数的线性组合是 2s 和 2px的组合．我
们可以计算如下： 
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先对其中的一支(+)加以讨论．节线由下列方程决定(以 a0作为长度单位)：z2 – 4x 
– 4 = 0．这是抛物线，将 x–z平面划分成两个区域：ψ > 0或ψ < 0．细节如图
26.3所示．图中，虚线等值曲线再次代表相应的波函数有一个附加的负号(或附
加的相位因子π)．所作的等值线间级差是相等的，节线两边等值线数目不一说
明节线两边极值不等．可以看出左边的相当小．电子分布不再象 p轨道那样关
于 z 轴对称；更不象 s轨道那样中心对称，而是具有“方向性”．极值各是多少？
它们的位置是什么？ 

如果考虑到界面的概念，可以形象地画出图26.4的分布．右图是通常化学
书刊上所画的两支轨道．但是如果按照(26.1.7)式，由于节面的位置偏离原点，
将不应如此．节面处于原点的情形实际上对应着另外的 AO．这是一种便于计
算的近似的 AO，所谓的 Slater AO．这已经超出本书范围，不再详述．需要注
意的是图中的正负号决不表示正负电荷．就电荷而言当然都是负的，而电子的

 

图 26.3  杂化分布 ( )
2

22
2

1
ps ψψ + 的等值截口 
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概率密度都是正的，这里的正负只是其所对应的波函数相差一个符号，或差一

个相位因子π． 

更复杂的杂化可以是 sp2, sp3等等．一般地说，当一个在 2s22pn位形中的 2s 
电子被激发到 p层时，组成了新的位形 2s22pn+1．杂化的结果将形成一个具有  n 
+2个空间对称瓣的分布．图 26.5是两个例子． 

§ 26.2  分子轨道 

氢分子离子 H2
+ 和 s-s 共价键(covalent bond) 

氢分子离子中，一个电子为两个氢核共有．当两个氢核趋近时，合波函数
是由位于 x = 0的波函数和位于 x = d的波函数的叠加： 

1s1s ψψ ±  

这两种情况似乎是同样可能的．但是结果却是不同的．ψ + ψ是同相位叠加
(in–phase overlap)，合波函数是相长的．而ψ – ψ是反相位叠加(out–phase 
overlap)，中点是节点．这两种情况见图 26.6 和 图 26.7． 
在第一种情况，电子处在两核之间的相对概率较大．在第二种情况，中点

的概率是零．第一种情况显然较有利于抵消库仑排斥而把两个质子拉住．试计
算当电子正好在两质子中间时的吸力和排斥力． 

 

图 26.4 

    

图 26.5  杂化轨道 
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y 

x 
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z 
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化学家似乎较多地考虑空间位形，而物理学家更倾向于从能量角度考虑问

题．考虑质子-电子组合，远处存在一个质子与否对它没有影响．因为在远处

的质子看来这一组合是电中性的．因此只需考虑一个氢原子．其基态能量是
–13.6eV．当第二个质子趋近时，两个质子将共享电子．当间隔趋近于零时，
将有两种不同的情况．在第一种情形，波函数中间大．我们有 Z =  2的类氢原
子．按照(25.1.9)式，能量是 

( ) eV4.546.130 2 −=×−=+ ZE                              (26.2.1) 

而在第二种情形，波函数在原点是零．相应于这种情形的最低能量状态是2p 
态．所以能量是 

( ) eV6.136.130
2

2

−=×−=− n
ZE  (26.2.2) 

这种情形下能量随间隔缓慢变化．图
26.8 画出了这两种能量曲线 E+，E–以及

它们和质子间的库仑排斥能 Vp之和．其

中 E+ + Vp 曲线有一个极小值位于
0.106nm，能量值为–16.3eV．这一极小
值表明稳定的氢分子离子是可能的．结
合能是 

eV2.7min =−∞ EE      (26.2.3) 

也许你会发现以上的间隔差不多正好是

玻尔半径的两倍．你有何评论呢？ 
氢分子 H2和共价键 
类似于上面的步骤，氢分子形成的
过程可以作如下想象．假定两个氢原子

相隔甚远，彼此不相互作用．两个 1s
电子态(1s 轨道)具有能量–27.2eV．当两

   
图 26.6  同相叠加                                            图 26.7  反相叠加 
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个原子趋近时，波函数开始重叠(overlap)．电子为两个原子所共有．仍然有两

个态──两个分子轨道．其中之一相应于两个波函数相加，具有极小能量

–31.7eV(更精确的数据是：核间距为 1.40a0 = 0.074nm，结合能为 4.75eV,键能

为 423kJ·mol–1).这导致稳定的分子，称作成键轨道(bonding orbital)．而另一个

相应于两个波函数反相叠加．那样不能形成稳定分子，称作反键轨道

(antibonding orbital)．电子共有现象是共价键(covalent bond)的起源．在包含两

个全同原子的分子中这类键出现最多．所以这种键也称同极键(homopolar 
bonding)或同核键(homonuclear bonding)． 

也有其他共价键构成的分子． 
p–p 共价键(p–p covalent bond) 
从图 26.1 可知当原子沿 x 方向趋近时，px轨道也能重叠．类似以上的分析，

可知也存在成键和反键轨道．不但如此，pz 轨道(或 py轨道 )也可相互重叠．不

过在这一情形，电子对核的吸引要小一些．因为吸力与连线成一定的角度. 当
然这种说法完全是经典的，但由于比较直观且定性来说大致不错，所以常被采

用．以上两种键对称性不一样，从而导致了分子轨道的命名不一样: σ, π, δ, …．

实际上这正与原子轨道 s, p, d, …相对应．图26.9 中画出了三对成键和反键轨道，

试加以识别． 
s–p 分子键(s–p molecular bond) 
氟(fluorine)的电子位形是 1s22s22p5．五个 p 电子中，四个可以配成两对．

留下一个电子单独处在一个 p 轨道上．当这一轨道与氢原子的 1s 轨道同相重叠

时，可以形成一个稳定的 HF 分子． 

s–p 指向键(s–p directed bond) 
在水分子 H2O 中，氧有 8 个电子，组态为 1s22s22p4．4 个 p 电子中，两个

是成对的，比如说 p2z，另两个相互垂直的 p 轨道 px ,py可以和两个 1s 氢重叠．

我们说这类分子有指向键．按照上面简单的分析，可知两键的夹角应该是 90°．
而实验结果是 104.5°，大于上述值．可以认为这是由于两个质子的排斥造成的．

在氨中的 N(1s22s22p3)，有 3 个不配对的 p 电子．3 个相互垂直的 p 轨道中，每

一个都可以和氢形成 s–p 键，从而构成 NH3，键角为 107.3°，还是大于 90°． 
 

 

图 26.9  分子轨道 
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碳和 s-p 杂化轨道(carbon and s–p hybrid orbital) 
碳的位形是 1s22s22p2．有两个未配对电子．我们可以解释 H2O 那样来解释 

–CH2．但是如何解释甲烷(CH4 methane)呢？必然存在 4 个等价的全同的键．

可能的解释是由于 sp3杂化．一个 2s 电子被激发到 2p 壳层．位形变为 1s22s12p3．

s–p 杂化导致四面体结构．可是也存在 sp3 = sp2 + p 的可能．即 s–p 杂化发生于

其中的两个 p 轨道所在平面(譬如说, x–y 平面)而留下一个垂直的 p 轨道(pz)．这

可以用来解释乙烯(C2H4, ethylene)的结构．3 个杂化轨道中的两个可以各结合一

个氢，而第三个则与另一个碳相结合．未杂化

的 p轨道也在碳之间形成一个键．(见图26.10) ．        
*是否存在其他可能，比如说 sp3 = sp + p2?你能否勾画

一下乙炔(C2H2， acetylene)分子的结构？类似的情况

也出现在苯(C6H6, benzene)分子中．试画出其结

构图． 
至于以上的图像好到什么程度，有关著作有很好的评论[6]． 

§ 26.3  离子键 

泡令(Linus Pauling, 1901—1994)曾两次获得诺贝尔奖：1954 年由于他在化

学键方面的工作而获化学奖，1963 年是由于他在禁止试验核武器方面的努力而

获和平奖．泡令有关化学键的工作突破了化学和物理的界线． 
钠原子(sodium)的组态是 1s22s22p63s．为了去掉外层电子形成钠离子 Na+，

需要 5.14eV 的电离能(ionization energy)．钠离子有着完整的 2p 子壳层．而氯

原子(chlorine)的组态是 1s22s22p63s23p5，吸收一个电子可形成氯离子 Cl–，将释

放 3.61eV 的电子亲和势(electron affinity)．氯离子有着完整的 3p 子壳层．如果

我们把两个离子从无限远处放到一个距离 d，使得库仑势能等于离化能和亲和

势之差， 

eV3.61)(5.14
4

1 2

0
−−=

π
−

d
e

ε
 

nm941.0
eV53.1

nm0529.02eV6.13
=

××
=d                     (26.3.1) 

我们可以取回那 1.53 eV．所以从能量的观点，这种配置和两个中性原子一样．

两个离子进一步靠拢，可以继续放出能量．配置将在能量方面更有利，比中性

原子更稳定．是否越靠近越稳定呢？当离子趋近时，外层 p 轨道开始重叠．但

是，这是不可能的．记住两个离子的外层 p 子壳层都是满层．泡利原理阻止任

何共享．只有当电子激发到更高壳层去时重叠才有可能，这意味着需要额外的

能量．用势能曲线的语言说，非常靠近时势能非常陡峭．所以决不能把两个离

 
图 26.10  乙烯分子示意图 
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子简单地看做两个异号点电荷．如果正是那样的话，就会出现中和．这里量子

力学效应起了决定的作用．事实上，平衡距离为 0.236 nm．在这个距离上，能

量是–4.26 eV．我们说 NaCl 的分解能(dissociation energy)是 4.26 eV． 
离子键还是共价键？ 
同核(homonuclear)双原子分子是通过共价键而形成的．这种键是所谓的非

极性键──电子出现在两个核附近的概率是相等的．在异核(heteronuclear)分子

中，不存在“纯”的离子键或共价键．这种键是极性键，有一个有限的电偶极

矩则是其标志． 
*例如，在 NaCl 中，间隔是 0.236nm．我们可以期望电偶极矩为 

mC1078.3m10236.0C1060.1 29919 ⋅×=×××= −−−p  

可是测量的电偶极矩是 3.00×10–29 C⋅m．我们可以说百分离子性(percent ionicity)是 3.00/3.78 = 
79.4%．又例如在 HCl 中，间隔是 0.126nm．所以偶极矩应该是 

mC1005.2m10126.0 299 ⋅×=××= −−ep  

而测得的值是 0.360×10– 29 C⋅m，百分离子性是 17.6%．我们可以说 HCl 分子主要是共价的． 
*电负性(electronegativity)是分子中原子吸引电子能力的测度．原子的电负性的差可以作

为键的离子性的另一种表述．电负性的数值只有相对意义，当移动零点或同乘上一个倍数并

不影响其意义．电负性只能在半定性地讨论键的趋势时才有用．根据泡令标(Pauling scale)
几个元素的电负性如下： 

H    2.1；N    3.0；O    3.5； F    4.0 

分子与分子之间的力为范德瓦耳斯力，通常有极性分子间的偶极—偶极作

用力(~ r–3)和非极性分子间的感应偶极作用力(~ r–7)．当作用力涉及到一个分子

内的氢原子和另一个分子内的氟、氧或氮原子的时候，其强度要比前两者都强

得多．这种作用被赋予一个特别的名称──氢键[7]．在结构式中，氢键用虚线

表示．以区别于形成分子的化学键．下列结构式中左边是冰中水分子间的氢键，

右边则是蛋白质多肽链中的氢键： 

氢键所以较强是由于氢与氟、氧或氮的电负性相差较大．例如在 HF 分子

中成键电子倾向于 F，而氢原子又没有其他内层电子，这使氢原子就和邻近分

子的相互作用而言简直像裸质子．氟、氧或氮的原子半径又比较小．它们和另

  

O                    O  

O                       O  

H           H  

H        H 
O R  C  H R  C  H

O   C
N  H     O   C

C  O     H   N
H  N 
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一分子中的氢原子可以靠得非常近．但是与化学键(共价键、离子键)相比氢键
又是相当弱的．化学键的键能数量级为 200 ~ 500 kJ·mol–1．而氢键的键能约为

5 ~ 50 kJ·mol–1．一般灰尘附着在人体皮肤上的过程，多肽键在蛋白质结构中的
规则排列，核酸双螺旋线的交联和它对双重基因的意义等都和氢键有关．事实

上，几乎所有的生物过程，在某一阶段似乎都涉及到氢键．麻醉剂是一个有趣
的例子，麻醉剂的麻醉力常常决定于该化合物破坏生物体系中氢键的能力． 

§ 26.4  分子振动和转动 

振动能级是 

µ
ωω

k
nEn =






 += 2   ,

2
1

 h                         (26.4.1) 

选择规则是 
1±=∆n                                                 (26.4.2) 

旋转能级是 

2

22

2
)1+(

2 R
LL

I
L

EL µ
h

==                                  (26.4.3) 

选择规则是 
1±=∆L                         (26.4.4) 

我们无法观察纯的振动或纯的转动谱．两类运动都可出现．允许的跃迁必须遵
守两个选择规则． 
振动的特征能量要比转动大 1 ~ 2个数量
级．振动能级间跃迁的辐射波长在红外(infrared)
区，而对于旋转则在远红外到微波区．可以画

出结合的能级如图 26.11 所示． 
分子光谱是表征各种分子、它们的组分、

同位素比以至分子的离化状态的有力工具． 
星际尘埃的吸收谱告诉我们星系中复杂分
子的构成．星体的发射谱只提供了原子信息．为

了避免吸收，谱仪可以在大气层以外工作. 它们
同时还可以测量地球红外辐射的吸收谱，以搞

清大气污染． 
 
 
 
 
 

 
图 26.11 分子的转动和振动能谱 
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§ 26.5  生物大分子 

生物大分子(biological macromolecule)中最重要的是蛋白质(protein)和核酸
(nucleic acid)．它们的结构、物理化学性质以及行使的难以胜计的、极其复杂的
生物学功能是引人注目的．蛋白质最重要的生物－生物化学功能是酶催化作用
(enzyme catalysis)．所有的生物化学过程都是酶催化的．核酸控制蛋白质的合成，
其功能是和生物学的基本问题──遗传和变异(heridity and mutation)相联系的． 
蛋白质是由 20种氨基酸(amino acid)组成的．氨基酸的通式是 

其中侧链 R有 20种不同的结构，由此形成了多种不同的氨基酸．表 26.1中列
出了这 20种氨基酸． 

表 26.1  氨基酸 

1. 色氨酸 Tryptophan (Trp) 11. 丙氨酸 Alanine(Ala) 

2. 异亮氨酸 Isoleucine (Ile) 12. 精氨酸 Arginine(Arg) 

3. 酪氨酸 Tyrosine (Tyr) 13. 半胱氨酸 Cysteine(Cys) 

4. 苯丙氨酸 Phenylalanine (Phe) 14. 谷氨酸 Glutamic acid(Glu) 

5. 脯氨酸 Proline (Pro) 15. 天门冬氨酸 Aspartic acid(Asp) 

6. 亮氨酸 Leucine (Leu) 16. 苏氨酸 Threonine(Thr) 

7. 缬氨酸 Valine (Val) 17. 丝氨酸 Serine(Ser) 

8. 赖氨酸 Lysine (Lys) 18. 甘氨酸 Glycine(Gly) 

9. 组氨酸 Histidine (His) 19. 天门冬酰胺 Asparagine(Asn) 

10. 甲硫氨酸 Methionine (Met) 20. 谷氨酰胺 Glutamine(Gln) 

10. 又名蛋氨酸；   19. 又名氨羧丙氨酸 

由一个氨基酸分子之中的氨基(amino–group)中去掉H和另一个氨基酸中羧
基(carboxyl–group)中去掉 OH可脱水形成肽键(peptide bond) CO–NH．蛋白质就
是靠肽键缩合(polycondensation)而成的共价多肽链(polypeptide chain)．组成一
个蛋白质分子的氨基酸，有几十到一百多．多的有几十万个．由于在缩合过程

中每一个氨基酸都少了一对 H 和 OH，严格说蛋白质分子内包含的都是氨基酸
的残基(residue)．蛋白质的一级结构(primary structure)指的是其氨基酸的种类和
排列顺序．一个蛋白质分子如果包含 20种不同的氨基酸，残基总数为 500个，
则可以有 20500 ≈ 10650种不同结构．在空间结构上，蛋白质还有二级、三级和四
级结构(secondary, tertiary, quaternary structure)．蛋白质功能的多样性和复杂性

 

(氨基)H2N      C     COOH(羧基) 

H 

R(侧链) 
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正是与其结构的多样性和复杂性有关的．另一方面，如果链状分子是随机生成

的话，一种特定的分子生成的概率是 10–650．然而在生物学中，自复制过程产

生一定链的概率实际上是 1．这主要是酶具有“立体专一活性”(stereospecific 
activity)，对导致一定空间结构分子的反应具有选择性． 
生物高分子都是所谓“手性”(handedness, 

chirality)分子．这使它们区别于一般的高分
子．早在上世纪中叶，巴斯德(Louis Pasteur)
就发现了在生物中镜象对称被打破了．例如
丙氨酸的空间构象如图 26.12所示： 
蛋白质中所有的氨基酸(除了甘氨酸)都
是左手(left-handed)的，用字母 L作标记．L
是 Levorotatory的缩写．而核酸中只包含右手(right–handed)糖，用字母 D作标
记．D是 Dextrorotatory的缩写．所谓左手分子或右手分子的区别在于分子(溶
液)的旋光性．当平面偏振光通过时，其偏振面左旋或右旋的则分别称之为左手
或右手分子．一个长为 N的链状分子为随机地生成单一手性(homochirality)的概
率为 2–N．当 N = 1000时，概率为 2–1000 = 10–301．因此，生物分子的单手性也是

非常特殊的．大多数生物学家都已经把单一手性

认为是组成蛋白质的氨基酸和组成核酸的核苷酸
的特性之一．令人迷惑的是化学家只能合成 D和
L 分子一半对一半的混合物．在药物中如果一种
手性的成分有副作用、甚至毒性，自然要设法排

除．现在不对称合成已经成为化学制药研究的热

点． 
蛋白质的二级结构指的是由于氢键的作用，

多肽链可形成的螺旋(helix)结构或不同多肽链连
成的片状(sheet)结构．图 26.13所示是蛋白质的二
级结构：α  螺旋结构．螺旋是由于绕 C–C和 C–N
单键的内部旋转造成的．肽键中的 N-H和另一肽
键中的 C=O间的氢键维持确定的螺旋结构．从氨
基酸的序列，理解和预言蛋白质的构象及其功能
是重要的．目前氨基酸序列的数据库中已包含了

数十万种．这个数目每年约翻一番．人类基因组

计划(Human Genome Project)将加快这一速度． 
蛋白质的折叠(folding)形成了三级结构．粗
略地讲，由于氨基酸疏水性能不同，蛋白质在水
中折叠成球状．疏水的侧链将团到核心，而亲水

的则露在外面．酶就是球状的蛋白质．蛋白质折

 
图 26.12 丙氨酸的空间构象 

 
图 26.13  α 螺旋 

COOH            HOOC 

C                             C 

H3C                                                          CH3  H         H 

L                              D 
NH2      H2N 
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叠是当前热门的研究课题，这一问题的解决将使设计新蛋白质成为可能．其应

用前景有新的生物和化学催化剂、生物传感器(biosensor)、生物调控剂(regulatory 
agent)、药物(pharmaceuticals)、激素(hormones)等等．此外，还有能量的转换以

及能量或信息在 Å 尺度上的贮存，像光合作用(photosynthesis)中的光能转变为

化学能，或肌肉中化学能变成动能． 
核酸分子是由许多核苷酸(nucleotide)单体组成的．核苷酸又是由五碳糖(戊

糖)、碱基(nitrogen base)和磷酸(phosphate)组成的．一个核苷酸的戊糖与另一核

苷酸的磷酸聚合串联成为长链，所以核酸又称多核苷酸．核酸有脱氧核糖核酸

DNA (deoxyribonucleic acid)和核糖核酸 RNA (ribonucleic acid)： 
 
 
 
 
 
DNA 的结构示意图如下： 

其中 S 表示脱氧核糖(deoxyribose)，P 表示磷酸，

A、G、C 和 T 则是含氮碱基．四种碱基为腺嘌呤

(adenine)、鸟嘌呤(guanine)、胸腺嘧啶(thymine)
和胞嘧啶(cytosine)．此外还有 RNA 中替代胸腺

嘧啶的尿嘧啶(uracil)．核酸的一级结构就是它的

碱基序列或核苷酸序列． 
1953 年沃森和克里克 (J. D. Watson and F. H. 

C. Crick)发现了 DNA 的右手双螺旋结构：DNA
分子是由两条相互缠绕的多核苷酸长链所组成

的．这就是 DNA 的二级结构，见图 26.14．在分

子中，脱氧核糖和磷酸基连成的主链以反平行的

方式和右手方向相互缠绕，构成直径为 2.0nm 的

双螺旋结构．主链由于其亲水性而处于双螺旋的

外侧．碱基由于其一定的疏水性而处于双螺旋的

内侧．碱基通过氢键配对．这里不同于在蛋白质

中，氢键和螺旋前进方向垂直．配对按互补规律

进行: 
GCA,TC,GT,A ≡=≡=  

 

 
图 26.14  DNA 的双螺旋结构 

DNA 

RNA

信使 RNA  (mRNA, messenger RNA) 

转移 RNA  (tRNA, transfer RNA) 

核蛋白体 RNA  (rRNA, ribosomal RNA) 

核酸 

A                 G                 G                 C                 T                 T                  A 

S        P       S        P        S        P       S        P       S        P        S        P       S 

3.4nm 

0.34nm 

2.0nm
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其中横线表示氢键数．DNA本身的半保留复制机制包含在沃森和克里克的模型
中．氢键断开，两条链松开、分离，然后每条链作为新链的模板，根据互补规

则复制出新链．DNA 分子中碱基很多．一般在数千个以上，多的可达数百
万．1000对碱基为例，可能的序列总共有 41000 ≈ 10602种．遗传信息(hereditary 
information)就蕴藏在这些序列中．其中包括两类信息：一是结构信息，即负责
蛋白质氨基酸组成的信息；二是调控信息，即编码选择性表达的遗传信息．后

者决定在个体的发育的不同阶段、不同的器官和组织中、不同的外界环境中，

各种结构信息是关闭还是表达、表达多少等等． 
由于蛋白质和 DNA表达内容用的“语言”不同：蛋白质用 20个“字”─
─20种氨基酸，而 DNA用 4个“字”──4种核苷酸．DNA既然要对蛋白质
的氨基酸序列编程，必须找到方法用 4 种字的序列来表达 20 种氨基酸——编
码．用一个核苷酸作密码，则 4种核苷酸显然只能编码 4个氨基酸．两个核苷
酸组成密码，则 4种核苷酸可以构成 16个密码子(coden)，仍然不足以编码蛋白
质中的 20种氨基酸．如果用所谓三联码(triplet code)则可以有 64个密码子，超
过了 20．1953年 DNA的双螺旋结构发现以后，盖莫夫等物理学家就立即提出
了这种三联码．在 64个密码子中，有 3个终止密码子(termination coden)，61
个密码子代表了 20种氨基酸．因此大多数氨基酸有不止一个密码子，这就是密
码子的兼并(degeneracy)现象．几乎所有的生物都使用相同的密码子，这就是密
码子的通用性．表 26.2给出了通用密码子． 

表 26.2通用密码子表(按 xyz顺序) 

     y U C A G z 

U 

Phe 
Phe 
Leu 
Leu 

Ser 
Ser 
Ser 
Ser 

Tyr 
Tyr 
Term 
Term 

Cys 
Cys 
Term 
Trp  

U 
C 
A 
G 

C 

Leu 
Leu 
Leu 
Leu 

Pro 
Pro 
Pro 
Pro 

His 
His 
Gln 
Gln 

Arg 
Arg 
Arg 
Arg 

U 
C 
A 
G 

A 

Ile 
Ile 
Ile 

Met  

Thr 
Thr 
Thr 
Thr 

Asn 
Asn 
Lys 
Lys 

Ser 
Ser 
Arg 
Arg 

U 
C 
A 
G 

G 

Val 
Val 
Val 
Val 

Ala 
Ala 
Ala 
Ala 

Asp  
Asp  
Glu 
Glu 

Gly 
Gly 
Gly 
Gly 

U 
C 
A 
G 

 x 
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遗传信息的表达首先是在细胞核内将它们转移到mRNA上，在mRNA中 T
由 U 来代替这一过程称为转录 (transcription)．转录的产物还有 tRNA 和
rRNA．tRNA能识别特定 mRNA密码子，又能识别氨基酸．蛋白质的合成是在
细胞质内由 mRNA作模板，tRNA负责运送氨基酸到核糖体，在核糖体上进行
的．在核糖体中还发现了 rRNA ．最后我们将 DNA的两种催化功能和遗传信
息的流向画在下面的示意图中： 

§ 26.6  团簇 

团簇(cluster) 是近年来很引人注目的研究对象，其大小从几个到几百个原
子的范围；尺度在 1nm以下，较无机分子大，比小块固体小；其特性不能归结
为原子、分子，也不能归结为固体或液体．对于这样的对象，目前涉及到很多
的学科：原子物理、凝聚态物理、量子化学、表面科学、材料科学、核物理等
等．随着实验技术的提高，团簇的制备和研究可以做得越来越好． 
质谱是团簇研究的常用手段．首先是团簇形成的认证；其次丰度分布可以
反映出团簇的热力学稳定性．图 26.15是氙(Xe)簇的质谱．可以发现在原子或分
子数 N为 13, 19, 25, 55, 77, 87, 147等处有峰值，表明这些团簇特别稳定．上面

  

 

图 26.15  Xe簇的质谱 

强
度

 

细胞核 细胞质 

蛋白质 

自体催化                            异体催化 

转录                             转译 

复制 

DNA                            RNA 
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这些特殊的数目叫做幻数(magic number)．偏离幻数 1或 2的团簇数目就少得
多．下面是一些团簇幻数的例子： 

Na：8, 20, 40, 58, 92 
K： 2, 8, 20, 40 
Ar：3, 14, 16, 19, 21, 23, 27 
C： 20, 24, 28, 32, 36, 50, 60, 70, 240, 540 

可以想见这些数和某种壳层模型相联系． 
团簇的制备通常有离子溅射、激光蒸发、超声速气流膨胀、气体放电等实
验手段．目前研究较多的有惰性元素簇、正负离子簇(例如 NaCl)、金属簇(例如
Na)、C60等． 
计算机和计算技术的发展为原子组态

和电子结构的计算提供了很大的方便．例

如对于惰性气体团簇，可以采用 6–12 势
[见(5.3.1)式]来进行计算．根据能量极小的
判据选择稳定构形． 
对于给定的基本成分，人们可以形象

地按照团簇的大小，也就是基元的整数倍，

沿一个螺旋线来排列其结构顺序，有人称
之为生长螺旋(growth spiral)，如图 26.16
所示.但目前还不能证实它的确代表一个
真实的生长过程，整个螺旋只有相对的参

考意义．沿着生长螺旋将可以找到区分团

簇和晶体的关节点．在此以后，其物理性
质应与大块固体没有明显的差别，而在此

之前应该能发现不同于凝聚态物质或气体的全新的性质和规律． 
 
习    题 

26.1. 计算 H2的电离能． 

26.2. 钾(potassium)的离化能是 4.34eV；碘的电子亲和势是 3.06 eV．在什么间隔距离 KI

分子将得到足够的库仑能以偿还形成 K+ 和 I–离子所需要的能量? 

26.3. 键强度常以 kJ⋅mol–1为单位．从下列键强度数据求分子分解能(以 eV为单位)：(a) 

NaCl, 410 kJ⋅mol–1; (b) Li2, 106 kJ⋅mol–1; (c) N2, 945 kJ⋅mol–1． 

26.4. (a)假定离子间隔为 d = 0.193nm，计算 NaF的电偶极矩；(b)测量所得的电偶极矩是

27.2×10–30 C⋅m，NaF的离子性有多大?(c)用下列公式估算离子性： 

( ){ }2
BA25.0exp1 χχ −−−  或 2

BABA 035.016.0 χχχχ −+−  

 
图 26.16  生长螺旋 
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其中χ 为电负性(Na 0.9, F 4.0). 将此结果与(b)中求得的数值作比较． 

26.5. 求 H35Cl 和 H37Cl 的转动能量 2/mr2之差(d = 0.127nm)． 
26.6. 求：(a) 室温下氢分子 H2集合中处在 N = 1 振动态和 N = 0 振动态的分子数目比(振

动能量量子 hν = 0.54eV．忽略旋转结构)；(b)处在 N = 2 态和基态的数目比． 
26.7. 对 NaCl 分子重复上题的计算(振动能量量子 hν = 0.063eV)． 
26.8. (a)在室温下氢分子 H2(m ≈ 0.5×1.008u)中，求 N = 0 振动态中前 4 个转动态中的相

对分子数．(b)对 30K 重复(a) 的计算(提示：不要忘记能级的简并度)． 
26.9. 在什么温度下 25%的 HCl 分子处在第一振动激发态?(振动能量量子 hν = 0.22eV．

忽略转动结构．) 
26.10. 在室温下 CO 的振动—转动能谱中最强的吸收线出现在 L = 7．用计算证实这一数

值．(CO 的平衡间隔是 0.113nm．) 
26.11. (a) NaCl 分子的约化质量是多少?(b) 平衡间隔 0.267 nm, 求转动-振动能谱跃迁的

间距． 
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第二十七章  费米统计和玻色统计 

§ 27.1  费米子和玻色子 

微观粒子是全同的，因此是不可区别的．例如，这一颗电子与那一颗电子
或这一氢原子与那一氢原子是丝毫不可区分的．当然处在晶格上的离子或高分

子上的一段可以用它们的位置来标记．在第十三章中，我们讨论了经典统计理
论．在经典统计或气体动理学理论中，基本运动定律仍然是牛顿定律，原则上

我们可以跟踪轨迹．可是微观粒子本质上是量子的．本章讨论量子统计．一个

大数粒子系统采用经典统计还是量子统计来描述的依据是什么呢？粒子性还是
波动性更重要，显然可以作为判据．用方均根速度来定义热(德布罗意)波长： 

Tk
m

m
h

mv
h

Brms 3
==λ                                    (27.1.1) 

当粒子平均间距 a大于热波长时，粒子性为主，这相当于： 
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

>                                      (27.1.2) 

其中 T0称为简并温度．反之，当 a < λ或 T < T0，则波动性重要． 
下面我们来看一下粒子的全同性(identity)将导致什么结果．首先我们写出
在 N个位置 r1, r2, L, rN上找到粒子的概率密度： 

( ) ( ) 2

2 1 

2

2 1 ,,,,,,,,,,,,,, NijNji rrrrrrrrrr LLLLLL ΨΨ =  

交换两个粒子将不改变概率，这意味着 

( ) ( )NijNji rrrrrrrrrr ,,,,,,,,,,,,,, 2121 LLLmLLL ΨΨ =  

我们称之为反对称的或对称的．相应的粒子称为费米子或玻色子．虽然对于费
米子和玻色子波函数的对称性要求最终由实验决定，但在量子场论中可以证明：

具有半奇整数自旋的粒子是费米子，而具有整数自旋的粒子是玻色子．*这里所
需要用的假定是很普通的：局域性、因果性和洛伦兹不变性． 

• 费米子有：电子、质子、中子、µ子(muon)、中微子和夸克等等； 
• 玻色子有：光子、π介子(pion)，介子(meson)和胶子等等． 
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任意数量玻色子或偶数费米子组成的复合粒子在能量比起结合能足够低时，其

行为如同玻色子．奇数费米子组成的复合粒子是费米子．例如： 

• 玻色子：氢 1H，氘核(deuteron)，氦核，4He，7Li，Na，87Rb原子； 
• 费米子：氘 2H (deuterium)，氚核(triton)，3He原子． 

全同性的第二个效应是我们只能说出在某一能级上有多少粒子，而不能说
出是哪几个粒子． 
对于宏观体积中的微观粒子体系，能级是准连续的．例如，在三维势箱中

的独立粒子的能级是： 
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                          (27.1.3) 

对于一维情形： 
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我们可以对电子估算一下 E1的数量级． 

eV1050.1

m10
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相对能级间隔是 

2
1+ 1+2

n
n

E
EE

E
E

n

nn

n

n =
−

=
∆

                                  (27.1.6) 

在下一节中，我们将估算量子数 n而得到关于能级准连续的一些印象．能
级的准连续性(严格说体积应趋向无穷)使得对量子态的求和可以用积分代替： 
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                                   (27.1.7) 

其中 V是体积，g = 2s + 1是由于自旋造成的简并度．对于无自旋粒子 g = 1．对
于非相对论性的体系，能谱是 

m
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(27.1.7)式中的态密度就可以写为 
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§ 27.2  费米-狄拉克分布 

这里我们将限于讨论量子理想气体，即无相互作用粒子系统．费米子和玻

色子组成的系统满足不同的统计分布． 
对于费米系，粒子满足费米-狄拉克分布(Fermi-Dirac distribution): 

1e
1

)  ( FD
+

=
−μβ Ef                                          (27.2.1) 

其中β ≡ 1/kBT，T→ 0 时的化学势μ ≡ EF称为费米能(Fermi energy)．有意思的是

当 T → 0 (或β → ∞)，对所有高于 EF的能级，〈n〉 = 0，而对所有低于 EF的能级，

〈n〉 = 1．于是零温度分布函数可以写为 
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分布如图27.1所示．通常通过下式定义费米波数(Fermi wave-number )和费米温

度(Fermi temperature)： 
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在 k 空间中，粒子只填充 k ≤ kF的区域——费

米球或费米海．由(27.1.8)式，我们知道费米海

中的状态数是 
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于是费米波数是 
31

2 
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V
Nk                                         (27.2.5) 

所以粒子密度决定了费米波数．再加上粒子质量和一些普适常数，粒子密度也

决定了费米温度．在大多数金属中，电子密度约为 1028/m3 (表 27.1)．对于铜，

我们列出数据如下： 

K1012.8   , m1036.1
eV00.7J1012.1   ,  m1045.8

4
F

10
F

18
F

328

×=×=
=×=×= −
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En

 

 
图 27.1  T = 0的费米分布 

f

E EF 
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表 27.1 室温下金属电子密度 

价 金属 密度/1028m−3 
Li 4.70 (78K) 
Na 2.65(5K) 
K 1.40(5K) 

1 

Cu 8.45 
2 Mg 8.60 
3 Al 18.06 

 
我们知道普通温度约为 300K，这比费米温度

小得多，所以热运动将对分布不会有很大影响

(图27.2)．零温度分布在很多情形是有用的：从

寻常固体到中子星． 
从上面所给数据我们也可以知道，(27.1.4)

式中的量子数 n 约为 107，能级是准连续的． 
利用(27.1.8)式，可求得在零温度下平均能量是 
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所以，即使在零温度，电子平均能量为 4.20eV，而不是第十三章所说的零！ 
*从热力学关系，我们可以求得费米系的压强： 
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§ 27.3  玻色-爱因斯坦分布  光子气 

对于玻色系，我们有玻色-爱因斯坦分布(Bose-Einstein distribution): 

1e
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)  ( BE
−

=
−μβ jEf                                        (27.3.1) 

由于能级上的占据概率 〈nj〉 必须是正的，玻色系的化学势μ 必须小于等于零．   (*
对于粒子数不守恒的系统，如光子气体，化学势等于零．)当化学势μ 趋向于零时，零

 
图 27.2  有限温度费米分布 

f

E EF μ 
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能级的分布将趋向无限，这意味着粒子开始“凝聚”到最低的能级，一点也没

有泡利排斥的限制． 
图 27.3 画出了费米系、玻色系和经典粒子系统的化学势． 
黑体辐射可以作为光子气体处理．光子的自

旋为 1，所以光子是玻色子．光子基本上是无相

互作用的，至少在 T < 109K 时是如此．对于在激

光器中的光子或与物质相互作用的高密度光子可

以存在相互作用．普朗克分布是 
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这正是μ = 0 (这是由于光子数不守恒)的玻色分

布．在体积 V 中，我们可写出光子数和能量密度

分别为 
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态密度中的因子 2 是由于光子有两个极化方向．由上可得 
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比例系数乘以 c/4 就是斯特藩-玻耳兹曼常量．其中包含了玻耳兹曼常量和普朗

克常量．它和维恩位移定律联立起来提供了决定普朗克常量 h 的一种方法． 

*§ 27.4  玻色-爱因斯坦凝聚 

在图 27.3 中可以看到理想玻色气体的化学势低于某一温度 T0 时开始为

零．这一温度可以如下求得．首先我们可以写出粒子数的表达式: 
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利用(27.1.8)式，上式就可写作: 

 

图 27.3  化学势 
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现在就可以求温度 T0了．当 T = T0时，µ = 0，有 

∫
∞

−








π
=

0

2123

22 1e
d

2
4 0BTk

mg
V
N

ε

ε
ε

h
                            (27.4.3) 

利用附录 J中的公式，上式经变量变换后可以积出： 
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所以有 
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根据不确定关系，等式右边除了数字因子外是粒子处于 V/N 内的能量──所谓
的零点能． 
当 T < T0时，数密度为 
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与(27.4.3)式相比，由于 T < T0，可知上式不可能仍等于 N/V，而是小于它．实
际上(27.4.6)式给出的是ε > 0的粒子数密度(Nε > 0 /V)，这一点从其积分函数的分
子就可以清楚地看出对零动量态粒子数的贡献为零．通过上面的分析并利用
(27.4.4)式，可以得到： 
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换句话说，最低的能量状态(零动量态)开始有粒子占据，数密度为 
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这种粒子大量占据零动量态的现象叫做玻色-爱因斯坦凝聚(Bose-Einstein 
condensation, BEC)．而量子气体的这种状态叫做玻色-爱因斯坦凝聚体
(Bose-Einstein condensate)． 



§ 27.5  固体的热容 445 

在§ 12.3 中我们提到自由膨胀熵增加，系统从较有序到较无序．原来气体
分子全部集中在空间某一区域时，微观状态数为 1，而随机地弥散在容器的两
个部分则微观状态数要大得多．发生玻色-爱因斯坦凝聚时，过程似乎相反．粒
子集结到零动量态时，系统进入较有序状态．但是需要注意的是，在自由膨胀

过程中，有序程度的变化是在实空间发生的，而玻色-爱因斯坦凝聚里有序状
态的出现是在动量空间．玻色-爱因斯坦凝聚还和在凝结过程中的汽、液相分

离有类似之处．当然玻色-爱因斯坦凝聚是在动量空间的一种分离． 
我们还可以计算在 T0 点两侧的能量和比热(熵的一阶导数、化学势的二阶
导数)以及比热对温度的导数．计算表明 CV 曲线在 T0点两侧的斜率不连续．这

意味着在这一点上发生了高阶相变(绝少的三级相变)．理想玻色气体的模型为
液氦 4He的超流现象提供了定性的描述．液氦 4He的密度为 0.145g/cm3．具有

液氦参数的理想玻色气体有 T0 = 3.14K．实际上液氦 4He在 2.2K有一个相变．转
变温度的差异说明了模型过于简单．此外液氦的超流分量用零动量粒子来说明
也不正确，问题在于粒子的相互作用必须考虑．在第十四章我们提到过理想气

体不存在相变，然而这里却提供了一个理想(量子)气体相变的例子．显然这种
相变的起源应归结到量子统计．服从经典统计的理想气体则仍然不存在相变． 

1995 年在玻色-爱因斯坦凝聚的实验研究方面有了重大突破．对象是三种
弱作用的量子气体──碱原子铷、钠和锂．它们分别被置于磁场造成的势阱中
用激光冷却再加上蒸发冷却．7月由 Carl Wieman 和 Eric Cornell领导的美国科
罗拉多地区的研究组率先在铷(87Rb)原子气体冷却到 170nK以下时观察到了玻
色-爱因斯坦凝聚[1][2]．同年 10月，美国麻省理工学院(Massachusetts Institute of 
Technology, MIT)的 Wolfgang Ketterle及其合作者在钠原子气体中观察到了玻色
-爱因斯坦凝聚[3][4]．他们降温到了 2mK．其主要技术优势是降温速度快，这使
他们采集数据比其他研究组快 30倍，生成的凝聚体多 300倍．同年 7月 Rice
大学的 R. G. Hulet领导的研究组观察到锂(7Li)原子体系中存在凝聚体的例证[5]．据
报导他们的温度达到 17nK．但是由于他们实验中势阱的永久磁铁的场不能撤
消，引起了争议．一种观点认为所观察到的凝聚体不是基态，而是一种类似液

氦中的涡旋态．结论尚待进一步证实[6]．Cornell, Ketterle和 Wieman获 2001年
诺贝尔物理奖． 

*§ 27.5  固体的热容 

按照能量均分定理，在一维情形下，每一原子带有平均动能和势能各
kBT/2．在三维情形，1 mol原子将带能量： 

RTTkN 3
2
123 BA =×××                                 (27.5.1) 
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于是摩尔热容为3R或 25J/(mol·K)． 

RC 3m =             (27.5.2) 

这就是杜隆-帕蒂定律(Law of Dulong and 
Petit)．在通常的温度下，比如 300K，这

一定律与实际符合不错．可是在较低的温

度下，热容开始偏离这个数值，并逐渐趋

向于零，这是热力学第三定律所要求的．一

个成功的热容理论必须顾及到这一点． 
在第八章我们讨论了耦合振动和简正模式问题．爱因斯坦假定固体中振动

的能量是量子化的，其量子叫做声子(phonon)并遵守玻色-爱因斯坦统计．爱因

斯坦作了进一步的简化，假定所有声子具有同样的频率，每一个都有能量

hω． 1mol 原子有 3NA个声子．故总能量是 

1e
1 3
B

A
−

= / TkNE ωω
h

h                                    (27.5.3) 

能量对温度的导数是摩尔热容： 
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                         (27.5.4) 

这一表达式确实趋向于零．可是趋向零的速率与实际相比太快： 

TkC Be~
ωh

−  

德拜(Debye)改善了理论．他假定声子有着类似光子气体的态密度： 

( )
32 

2 3

3

2 2
2

d2d8
c

V
c

V
π

π
=

π νννν  

当然波速不是 c 而是纵波(压缩波)和横波(剪切波)的波速 vL和 vT，即有 
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德拜引入了一截止频率──德拜频率 (Debye frequency)ωD(否则态数将是无

穷)．德拜频率可由总模式数 3N (对于摩尔热容将 N 改为 NA)决定： 

 

图 27.4  固体的摩尔热容 
T/Θ

Cm/3R 



§ 27.5  固体的热容 447 
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这样状态数就是 

3
D

2d9
ω

ωωN  

利用它，一个固体的内能可以写为 
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其中德拜温度 (Debye temperature) ΘD通过下式定义： 

DDB ωΘ h≡k                      (27.5.9) 

热容为 
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在低温下，有 
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显然，德拜理论所得的比热容趋向于零的速率是正确的． 
通常把声子的频率分布叫做声子谱(phonon spectrum)．爱因斯坦谱是δ 函

数： 
ωωωωωρ d)(3d)( E−δ= N                              (27.5.12) 

德拜谱则是二次的, 存在截止频率．图 27.5 中画出了这两种谱和一个近似以及

一个实际的谱． 
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*从实际的声子谱的形状出发，应该如何评价德拜谱、爱因斯坦谱以及 Blackman近似谱? 

德拜理论优于爱因斯坦理论，可是仍然缺少低温下 T一次方的项[ 见(11.3.6)
式 ] ，我们知道那是来自电子的贡献． 
维特曼-弗兰兹定律(1853, Wiedemann-Franz law)说金属在不太低的温度下
热导率和电导率的比正比于温度．这可以通过洛伦兹数(Lorentz number)为常量
来表达．洛伦兹数 L定义为 

 C
T

L =≡
σ
κ

     (C为常量)                  (27.5.13) 

在§ 16.3中，我们提到了特鲁德(Drude)用玻耳兹曼统计“发现” 
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正确的结果是 
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它是特鲁德结果的两倍．现在我们从费米统计的观点来讨论这个问题，并给出
正确的数量级．首先我们可以写出在能量间隔 dE中的状态数为 

FF

d
2

3
d)(

E
E

E
EN

EE =ρ                                  (27.5.15) 

热运动可以激发的电子数Ne是费米面附近的态密度乘以能量kBT，即 

 

图 27.5  声子谱 

爱因斯坦谱                                          德拜谱 

Blackman近似                                        实际谱 

3N 

3N 

3N 
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虽然电子的能量的量级为 

FBF~ TkEE =  

激发所涉及的能量 Ee为 
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所以比热容为 
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而特鲁德的相应数据是 
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比率κ /σ比例于这两个量的乘积。这就是为什么特鲁德得到了“正确”的结果． 
然而，问题没有最后解决．电子通过库仑力相互作用，它是长程力．为什

么自由电子模型就行了呢？事实上这正是由于复杂的多体效应．当一个电子在

固体中运动时，它排斥其他电子而吸引正离子，其结果是使得它像一颗近乎中

性的、准独立的粒子． 

习    题 

27.1. 计算铜的费米能和平均电子能量． 
27.2. 计算镁的费米能，假定每个原子有两个自由电子． 
27.3. 对室温下的金属钠，  计算费米-狄拉克占据概率为 0.1 和 0.9 的点之间的能量差．由

此对分布的“尖锐性”有何结论? 
27.4. 某金属费米能为 3.00 eV．求电子能量在 5.00 eV 到 5.10 eV 之间的概率．对下列温

度进行计算：(a) T = 295 K, (b) T = 2500 K． 
27.5. 证明简并电子气的压强和体积可由一个类似于泊松方程的方程相关联，并求绝热

指数γ． 
27.6. 假定核中的核子遵循费米-狄拉克分布．求 40Ca 的费米能、质子和中子的平均能

量．这些数值是否合理? 
27.7. 考虑具有太阳质量、地球半径的白矮星．假定每两个核子有一个电子．求电子的

费米能． 
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27.8. 从两倍太阳质量的星塌缩而成的中子星半径为 10km，求其中中子的费米能． 

27.9. 求黑体极大辐射对应的频率，并与(22.1.6)式比较． 

27.10. 写出黑体辐射的波长谱 u(λ, T)．求最大辐射对应的波长，并与(22.1.7)式比较． 

27.11. 求黑体辐射中每个光子的平均能量． 

27.12. 求 2.7K黑体辐射的峰值的频率． 

27.13. 一黑体温度为 2.50×103 K．(a)求总的辐射能量密度．(b)在 1.00～1.05eV之间的能

量占多大比例?(c)在 10.00到 10.05eV之间呢? 

27.14. 德拜理论给出的固体热容的高温结果是什么? 
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第二十八章  凝聚态物质 

§ 28.1  凝聚态物质中的空间序 

在第十一章中，我们讨论过理想气体模型．对于实气体，显然由于分子间
力和分子体积将导致理想气体模型显得过于简单，但它仍不失为定性或定量理

解气体物理的关键．气体是完全无序的(disordered)． 
有没有理想液体模型呢？20世纪 60年代，曾有人提出过硬球的随机密堆
积模型．模型呈现了大致正确的堆积密度(0.637)，比密堆积晶体的(0.7405)略小． 
在理想晶体模型中，所有原子(离子或分子)的平衡位置都固定在一个晶格

(lattice)上．它们是完全有序的．沿着某一方向，一个或一组基本单元可以通过
平移或旋转而与其它单元重合，我们就说晶体有平移或旋转称对称性． 
平移对称性意味着理想晶格有着长程序：原子位置序和键的指向序．液体

或非晶(amorphous)固体(玻璃)没有长程序，但是它们有短程序．所谓短程序，
指的是围绕一个原子的配位数(partition number)、到最近邻的距离等呈现明显的
特征值． 
对于棒状的液晶分子，可以出现各种指向序(orientation order)． 

• 在所谓的向列相(nematic)中，分子是完全位置无序的．但是分子的取向
呈现一定的序．例如，可以对于某一方向的夹角θ 或夹角的余弦求平均，
即 

1cos0 ≤≤ θ  

• 在胆甾相(cholesteric)中，每一层分子都有指向序．层与层之间的指向不
同，但显示了规律性． 

• 近晶相(smectic)则可顾名思义，除了指向序以外，也有部分位置序． 

图 28.1中画出了上述 3种相． 
除了位置序和指向序，(磁或电)极化原子(离子、分子)形成的固体可以有磁
序或电序．例如，铁磁、反铁磁或铁电序等等． 
准晶(quasi-crystal)是一类新的有序结构．它们没有平移对称性，只有键的
指向序．准晶的发现有着 3个完全不同的来源：数学，计算机模拟以及实验．一
维情况下的例子有按照斐波那契序列(Fibonacci sequence)安排的准晶．斐波那
契数(Fibonacci number)可以表达为 

21210    21   0 −− +==== jjj FFFFFF ；；；                     (28.1.1) 
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用“大兔子、小兔子”的语言可以生成上述序列：从一只小兔子 S开始，一年
后成长为大兔子 L．大兔子每年产一只小兔子，而小兔子一年后又成长为大兔
子⋯⋯，如下排列即得斐波那契序列： 

 序列 斐波那契数 

F0  S 0 

F1  L 1 

F2  LS 2 

F3  LSL 3 

F4  LSLLS 5 

F5  LSLLSLSL 8 

Fn  F Fn n− −+1 2
  

(用 S、L分别代表短键和长键则构成了准晶．)用 S代替 Fn–1、L代替 Fn可以重
新生成斐波那契序列，显示了自相似性．(对于 n = 2实施上述代换)自相似性要
求： 

01    , 
+

2

=−−





=

S
L

S
L

L
S

SL
L                              (28.1.2) 

方程的解是 

2
51 +

== τ
S
L                                             (28.1.3) 

即为所谓的黄金比．这说明准晶和某些无理数相关． 
潘洛斯(Penrose)发现一胖(fat)一瘦(skinny)两个菱形元胞(rhombic unit cell) 

(36°, 72°)按照一定的衔接规则可以填满平面，通常称之为潘洛斯拼砌(Penrose 

 
图 28.1  液晶中的各种指向序 

胆甾相 向列相 

近晶相 
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tiling)．相应的三维情形称为潘洛斯堆积(packing) ．从图 28.2中可以发现 5度
对称性(five-fold symmetry)，这是平移不变性所不允许的．此外，结构中的顶点
之间间隔有一个极小值．再者，结构是自相似的．我们在一维情况下的例子中
已经讨论过这一点．拼砌具有准周期平移序．这一点很不显然．所谓准周期性

指的是在函数 
)cos()cos()( xxxf π+=                                    (28.1.4) 

中有着无公度的周期(其中的π是无理数)．从波的知识，我们知道两个波的叠加
将发生干涉．有趣的是将两个拼砌平移一个小量而叠加，也将出现干涉现象，

这是准周期平移序的证明． 

三维准晶的例子是 20面体堆砌(icosahedral packing)．在对简单超冷液体和
金属玻璃的计算机模拟中发现，在平衡熔点以下 10%的温度范围内可观察到广
泛的 20面体近邻键指向序． 
实验方面，有人(D. Shechtman et al.)在铝锰(aluminium manganese, I–Al–Mn) 
和相关的急冷淬火合金中发现了 20面体相(icosahedral phase). 
综合所有这些成果，莱维恩和斯丹哈特(Levine and Steinhardt et al.)等人提
出了准晶的系统理论．目前研究仍正在进行中．理想晶体中所不允许的 5度对
称性，在这里是允许的． 

 
 
 
 

 
图 28.2  潘洛斯拼砌 
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§ 28.2  豪斯多夫维数和分形 

我们知道空间是三维的、二维的或一维的．我们接触到的大多数物体是三

维的．也有不少是二维或近乎二维的，例如薄膜、液氦表面的电子晶体──维
格纳固体(Wigner solid)．一维的对象是线．而实际对象多数是准一维的，例如，
聚乙炔等等．零维的对象是量子点、超细微粒.  而另有一些对象有一些新的特
征． 
我们先介绍两个数学对象，它们是非整集合中的经典对象． 
柯赫曲线(Koch curve, 1904, Koch ) 
让我们从一长度为 1 的线段开始．将
它 3 等分并用等长的两段代替中间的一
段，如图 28.3 所示．依次对新生成的曲线
的每一线段重复这一步骤．这一曲线越来

越长，且看起来越来越粗，好象要覆盖一
定的面积．因此，把这曲线看作二维空间

中的一个 1~2 维对象应该不算过分.我们
将定义一个维数，并称之为分形维(fractal 
dimension)． 
康托集合(Cantor set) (1883，George Cantor ) 
仍然从长度为 1的线段出发．3等分
以后，去除中间的一段(图 28.4)．依次对
新生成的曲线的每一线段重复以上步
骤．在第 n步，线段的长度是(1/3)n，而总

长度是(2/3)n．显然，总长度将趋向于零．其
“维数”在 0 和 1 之间． 

*用集合论的术语，我们可以说分形是病态集合(ill-conditioned set)： 

• 粗糙函数集合：处处连续、处处不可导． 

• 无限空化集合：测度趋向于零、容量趋向无穷． 

柯赫曲线和康托集合是这两类集合的例子．病态集合可以通过叠代而构成．它们也可以

越过临界点而形成． 

豪斯多夫维数(Hausdorff dimension) 
对于一曲线，当用ε 作尺子来度量时，读数将与ε 反比： 

ε
ε 1~)(N

 

对于一个面，可以用ε 2方块覆盖以度量它，则 

 

图 28.3  柯赫曲线 

 
图 28.4  康托集合 

(1) 

(2) 
 
 
(3) 
 
 
(4) 

(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
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εN  

直观地，对于一个 d 维区域内的分布我们有 
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于是，维数可以定义为 
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0

N
d

→
≡                                          (28.2.1) 

这种维数称为包容维数(capacity dimension)、豪斯多夫维数(Hausdorff dimension)
或分形维数(fractal dimension)． 
对于 n级的柯赫曲线，线段数是 4n，线段长度是(1/3)n．所以豪斯多夫维数

是 

26.1
3ln
4ln

3ln
4ln

===
n

n

d  

它所在的空间维数当然是 2． 
康托集合的豪斯多夫维数是 

63.0
3ln
2ln ==d  

海岸线多半有着非整的豪斯多夫维数．自然界或实验室中有许多系统如渗

流集团、聚合物、凝胶、粗糙界面、金属裂纹和各种多孔材料，或者一些现象
如介电击穿、电化学沉积、粘滞指、枝晶固化和化学溶解等都是分形对象． 

§ 28.3  晶体中的键 

固体依靠静电力结合而成，我们用内聚能(cohesive energy)来反映这些力，
其数量级是 eV．内聚能是固体中原子或分子的结合能． 
在离子固体中，典型的如 NaCl (或 Li、K、Rb、Cs与 F、Br、I等的化合
物)，结合力是平方反比的正负离子间的力． 
共价固体如 C(金刚石)、ZnS、Si、Ge、CuCl、SiC和金属固体如 Fe、Li、

Na、Ag、Pb、Co、Zn、Cd等的结合力主要是离子和电子间的力． 
分子固体是由极化分子或非极化分子组成．在前一情形如 H2O，其结合力
是偶极之间的力，正比于 1/r3．这种力是冰和雪花六角晶体的成因．对于非极

化情形，如惰性气体、卤素(halogen)和富勒球，结合力是感应偶极间的力，正
比于 1/r7． 
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C60 (buckminsterfullerence) [11] 由于形状象建筑师富
勒(Buckminster Fuller)设计的圆顶，故称富勒球(Fullerene 
ball)或巴基球(buckyball)．其结构异乎寻常地稳定．它是
一个截头 20面体 (truncated icosahedron) ──有着 60个
顶点和 32个面的多面体.其中 12个是五角形、20是六角
形．正好是一个足球形状，如图 28.5所示．它是用聚焦
脉冲激光使碳样品从石墨固体盘表面蒸发到高密度氦流

中去而形成的．形成的碳团簇由准分子激光器(excimer 
laser)电离成超声分子束，然后通过飞行时间质谱 (time-of-flight mass 
spectrometry)认证． 
富勒结构的 C60 可以形成固体[12]，是面心立方(fcc)结构．C60的物理和化学

性质得到广泛的研究，包括电子结构、光学性质、等离激元的激发、超导电性

等等．掺碱金属的 C60晶体即 Mx C60 (M代表碱金属如 K、Rb)是超导的，超导
转变温度 TC 约 28K． 
地质学家在自然界找到了巴基球．那是在靠近芬兰边界的俄罗斯顺伽镇附
近的野外[13]． 
现在我们集中讨论离子晶体．在离子晶体中，离子处在下列几种结构之一：

立方，面心立方(fcc, face-centered cubic)如NaCl，或体心立方(bcc, body-centered 
cubic)如 CsCl． 
离子间的势能基本上是库仑型的： 

r
e

V
2

0
a 4

1
ε

α
π

−=                                         (28.3.1) 

对面心立方晶体α  = 1.7476；对于体心立方晶体α = 1.7627．在§ 26.3中我们谈
到了泡利原理使得填满的子壳层不能重叠，这意味着存在一个排斥的“势”： 

nr
AV =r                                                (28.3.2) 

n的值为 8~10．当然这样相当于将起源于量子统计的排斥作用用动力学的排斥
作用代替了，即把一个量子力学问题变成了一个经典问题. 这里的两个常数可
用实验数据拟合．虽然这样做带上了经验色彩，但是我们可以由此得到一些定
性的结论．现在，总的势能是 

nr
A

r
e

V +
π

−=
2

04
1
ε

α                                     (28.3.3) 

首先求得系数 A 和平衡位置 r0的关系，然后代回上式，得 r0处的势能是 

 
图 28.5  巴基球 
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能量–V0就是离子内聚能(ionic cohesive energy)．这是将固体分解为正负离子而
不是中性原子所需要的能量．原子内聚能(atomic cohesive energy)是离子内聚能
减去正离子原子的电离能加上从负离子去掉额外电子所需的能量．例如，NaCl 
的离子内聚能约为 
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Na+离子可接受一个电子而释放 5.14eV，而 Cl–离子需要 3.61eV来去掉额外电
子，于是原子内聚能等于 

eV31.6eV61.3eV14.5eV84.7 =+−            (28.3.6) 

作用力为 
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从以上提及的数据，我们可以期望离子固体有以下性质： 

• 它们应该比分子固体要稳定； 
• 它们的电导应该比金属固体差； 
• 离子固体的蒸发温度应该较高．为了提供 eV数量级的能量温度应该高
达 40×300K．实际值约为 1000 K ~ 2000 K． 

• 两个离子的位形分别为 1s22s22p63s23p6和 1s22s22p6.由于都是满壳层，
电子只能被激发到下一个壳层，即跃迁只能发生于不同的主量子数的能

级之间．可见光光子的能量不够大，它们只能穿过晶体而不与其发生作
用．所以离子晶体对可见辐射应该是透明的． 

•  (28.3.7)式可在 r0附近展开，给出 
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这里 F是回复力．小振动的频率是 
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ν                          (28.3.10) 

相应于这一频率的辐射波长为 32.6µm，处在近红外区域．所以离子固体可以吸
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收红外辐射． 
• 在极化液体(如水)中，偶极矩将对离子施力使得离子键破裂．所以离子

固体通常可溶于极化液体． 

§ 28.4  金属自由电子模型 

按照理想晶体模型，离子的平衡位

置位于晶格上，电子在离子建立起来的

势中运动．作为最低级的近似，除了边

界以外我们可以把势抹平．想象一下电

子在一个三维盒子中运动．图 28.6 画出

了一个一维情形的例子．在§ 27.4 中，

我们已经讨论过固体的热容．特别在(27.5.14)式以后讨论了电子对热容的贡

献．在§ 19.3 中，还以经典模型讨论了磁化率问题． 
电子热发射也可以用自由电子模型加以解释，见图 28.7．势阱深度 U0和费

米能 EF之差是功函数： 
F0 EUW −=                                            (28.4.1) 

电子离开势阱的条件是 
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问题属于量子泻流： 
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泻流率是 
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图 28.6  晶体中的势 

 
图 28.7  热发射 
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其中 e的指数是相当小的，因为 W 是 eV 的数量级而β 约为 40/eV．展开被积函
数并保留到最低级近似，我们有 
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发射的电子流是 
ΓeJ −=                                                (28.4.4) 

当一个电子从金属表面逸出时，还应计及象势．在外场中，还有附加的势：  
U = –eEx，如图 28.7中所示斜线． 

§ 28.5  能带 

当我们考虑电子的波动方面时，则应该计及周期性(或准周期、非周期性)
的势场．这时电子的能量-动量关系与自由电子的二次曲线将有什么不同呢？
布洛赫(F. Bloch)证明过一个重要定理：对于周期性的势，薛定谔方程的解具有
下列特殊形式： 

)iexp()()( rkrr ⋅= kk uψ                                   (28.5.1) 
其中 uk(r)具有晶格的周期性． 

*例如，对于周期为 a 的一维晶体模型，我们可以从平移不变性来理解．平移不变性要

求对应于同样能量本征值的波函数满足 

)(~)( xax ψψ +  

或写成等式 1)(),()()( ==+ axaax λψλψ ．两次平移导致 

)()()(
)()(
)()()(

xaa
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xaaaax

ψλλ
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ψλψ

′′′=

′+′′=
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可见： 
)iexp()( kaa =λ  

为了简化问题，我们采用 Kronig-Penney模型，如图 28.8所示．对于这里
的一维模型，根据布洛赫定理应该有 
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[ ])(iexp)0()( bakxbbaxa +<<−=+<< ψψ                  (28.5.2) 

标准的量子力学步骤将导致波矢-能量关系如下： 
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(28.5.3)式的右边作图如图 28.9 所示．由于方程

左边为余弦函数，图 28.9 中只有在[-1,1]区间内的线段才是允许的．由此可以

得到 E 对 k 的图，如图 28.10．在波数 k = ±π/a, ±2π/a, …等处曲线“打开了缺

口”．缺口对应的能量是不允许的，由此构成了禁带． 

习    题 

28.1. 试用柯赫曲线构筑一个等边三角形，形成所谓柯赫雪花．应该将柯赫曲线的级数 n
作为参数． 

28.2. Sierpinski 垫(gaskets)的构筑从正三角形(正方形)开始．将它分为 4 个(9 个)相等的正

三角形(正方形)．然后去除中间的一个．对留下来的正三角形(正方形)不断继续以上过程．证

明其分形维为 
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28.3. Sierpinski 海棉是对一个立方体施行上题中的类似步骤生成的．证明其分形维为 

 
图 28.8  Kronig-Penney模型 

 
图 28.9 图 28.10 
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L83726.2
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28.4. 设想在 0 = x = 1区间上有一康托集合，总

质量 m 为 1．在第 n 步线段数是 2n，每段长度是

(1/3)n．所以密度是(3/2)n．试得到质量作为 x的函数

——魔鬼梯子函数： 
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28.5. 用维特曼-弗兰兹比(Wiedemann- Franz ratio)计算铜在室温下的热导率．铜的电导率

是 5.88×107Ω–1⋅m–1． 

28.6. 用铜的电导率的实验值估算其中电子的平均自由程．将此值与铜的晶格间距

(0.256nm)作比较．一个电子被散射以前遭遇到多少原子? 

28.7. 如果考虑外场和电象力，热电子遭遇的势是 
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证明：(a)势有一个极大值: 
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(b)热发射的流密度是 
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其中 W = U 0 – µ, k0 = 1/4πε 0． 
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第二十九章  核  物  理 

§ 29.1  原子核 

关于原子核存在的例证有很多，其中有卢瑟福散射及其相应的模型．在他

著名的散射实验中，核半径的数量级可通过下式估计： 

R
eem

2
)79)(2(

4
1

2
1

0

2

επ
=αv                                  (29.1.1) 

对于α粒子的入射动能 5.30MeV，距离约为 42.9fm．关于卢瑟福散射的分析可

参看哈里德和瑞斯尼克的著作[1]． 
为了获得核的进一步信息，我们需要核探针(nuclear probe)．在散射实验中

广泛采用德布罗意波长足够小的粒子束．例如，E~200MeV 的高能电子，

fm4.6≈λ ．高能质子和中子束也是灵敏的核探针．在μ子原子中，玻尔半径要

小 200 倍．所以μ子可以在近得多的距离上探测核电荷的分布．而μ子 X 射线大

大有利于搞清核中电荷和电流的分布. 
原子核的组成 

原子核[nucleus, nuclei, nuclide (A > 1)]由核子(nucleon)组成. 核子都是       

s = 1/2 的费米子．核子总共有两种：质子(proton)和中子(neutron)．核用以下方

式表示： 

N
A
Z X  

其中 X 代表元素符号；Z 为原子序数(atomic number)，即质子数；N 为中子数；

A = Z + N 为质量数．A 为偶数的核是玻色子，为奇数的是费米子．相同 Z 而不

同 A 的核构成了元素的同位素(isotope)．例如，氢有三个同位素，见表 29.1． 

表 29.1  氢的三个同位素 

 核 

普通氢 (1H) 质子(proton) 

氘(deuterium) (2H) 氘核(deuteron)  s = 1 
如果是 ppe 结构，则自旋为s = 1/2, 3/2 

氚(tritium) (3H) 氚核(triton) 

又如氙(Xenon)有26 种同位素: 

Xe89~64
54  
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其中 9 种是稳定的，17种是放射性的． 
大多数核是相当好的球形，有一些长一点,
有一些则扁平一些．从图 29.1，我们可以看到：
(1) 密度几乎是均匀的，而不是中间更密；(2) 密
度是近乎 A 独立的．这一点可以表达为单位体
积中的核子数是常数．对于球而言，有 

C
R

A
=

π 3 
3
4         (29.1.2) 

于是有经验公式 
31

0 ARR = ，    ( )m102.1~12.1 15
0

−×=R             (29.1.3) 

在图29.1中(ρ ~ r)，我们已经分别标出了碳、锗(germanium)和铋的半径为 

fm1.7209fm2.1       : Bi
fm9.470fm2.1      : Ge
fm7.212fm2.1       :  C

31

31

31

=×=
=×=
=×=

R
R
R

 

利用(29.1.3)式的经验数据和质子的质量(1.7×10–27kg)，密度约为 
317

0 mkg101.3 ×=ρ                   (29.1.4) 

这是核物质(nuclear matter)的质量．所谓核物质仅是一种抽象，即不计核子的颗
粒性，只考虑抹平了的平均效果． 
质谱是测量带电粒子如原子核的质量的重要手段．而电离原子并不困难．统

一原子质量单位(unified atomic mass units)u通过下式来定义： 

2

27

C

MeV)37(013.494931   

kg 10)13(73538660.1   

 12/u 12

c

m

=

×=

=
−                              (29.1.5) 

一些粒子的质量罗列如下： 

 kg u MeV/c2 
e 9.109 381 88×10–31 5.485 799 110×10–4 0.510 998 902 
p 1.672 621 58×10–27 1.007 276 466 88 938.271 998 

n 1.674 927 16×10–27 1.008 664 915 78 939.565 330 

d 3.343 583 09×10–27 2.013 553 212 71 1 875.612 762 
α 6.644 655 98×10–27  4.001 506 1747 3 727.379 04 

 

 
图 29.1  核密度 
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有时用质量过剩Δ(mass excess)来表示质量． 

( ) 2u cAm −≡Δ                      (29.1.6) 

以 MeV 或 keV 作单位． 
核磁矩 

用核玻尔磁子μN作单位，核子的磁矩是 

NnNp 1.913,2.793 μμμμ −=+=             (29.1.7) 

结合能(binding energy) 
原子的结合能是 eV 的数量级，例如 

2
p

2
e

2
H eV6.13 cmcmcm +=+               (29.1.8) 

对于核(粉碎它比原子难得多)而言，结合能的数量级是 MeV．例如， 

( )
( )

MeV23.2
MeV5.931388002.0

u553013.2276007.1665008.1 2

2
eHepnB

2
p

2
nB

2
H

2

2

=
×=

−+≈

−−++=

+=+

c

cmmmmmE

cmcmEcm

       (29.1.9) 

以自由粒子为参照，结合能B(Z, A)可以表达为 

( ) ( ) ( )
ΔΔΔ −+=

−−−+−=

−−+−+=

−+=+

np

22
n

2
p

222
n

2
p

2
n

2
p

2

uuu

u)(),(

)(),(),(

NZ

cAmcmNcmZ

cNZAmccNmcZmAZB

cmZAcZm
A

AZBAcAZm

     (29.1.10) 

为了寻求核能利用方式，我们可以比较一个大核 m(Z, A)和两个小核 m1(Z1, A1)
和 m2(Z2, A2)的结合能．仍以自由粒子态为参照，我们有质能和平均结合能的关

系如下： 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
2

222
2

2
222

1

111
1

2
111

2

,,,,

,,

A
AZBAcAZm

A
AZBAcAZm

A
AZBAcAZm

+++=

+
 

即 

( )[ ] ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−×+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−×=+−

A
B

A
BA

A
B

A
BAcmmm

2

2
2

1

1
1

2
21             (29.1.11) 
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图 29.2所示即为核平均结合能曲线图． 

§ 29.2  核力和核模型 

综合各种实验结果，可以得到有关核力的知识如下： 

• 核力是吸引力，以此克服库仑力而形成核．在极小的距离(≤ 0.4fm) 内是
排斥的． 

• 核力是已知的最强的力． 
• 力程非常短(≤ 3fm)，有饱和性──每一核子只能和少数核子相互作用． 
• 在核子之间：n–p(电荷独立性)、n–n、p–p(电荷对称性)核力都一样． 

关于力程，我们可以定性地分析如下．从上节我们知道核物质有几乎是恒定的

密度ρ0 = 3.1×10–17kg/m3；而从图 29.2中的平均结合能曲线，我们可以看到除了
很轻的核，平均结合能也几乎是常数： 

MeV5.8),( ≈
A

AZB
                                      (29.2.1) 

而不是正比于 A．于是我们可以得出结论：核力的力程是相当有限的．而长程
的库仑作用导致的能量和电荷对数 Z(Z–1)/2成正比．在较大的核中，库仑作用

 
图 29.2  平均结合能曲线 
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较重要．这可以从图 15.1看出．大多数稳定同位素都在 Z = N 线以下． 
汤川(Yukawa)提出过核力的交换模型. 象 e–e、e–p、p–p等粒子对通过电磁
场而相互作用，或者说通过交换场量子即 γ光子而相互作用．汤川于 1935年推
测核中的质子和中子之间的强作用力可以用一个场来描述，其量子是π+介子

(pion)．介子的质量可以估计如下： 

MeV200
fm

2 ≈≈
∆

≈π
c

t
cm hh

                               (29.2.2) 

图 29.3 表达了一个质子和一个中子之间交换虚量子的过程．1947年发现了质量
为 140MeV/c2且具有强相互作用的π介子．这被认为是汤川理论的重大胜利．可
是按照夸克模型，真正的强相互作用并不是发生在核子的层次，而是通过胶子

交换发生在夸克之间．毫无疑问π介子交换只是近
似描述了质子和中子间的力，实际上核力必然是一
个相当复杂的力．它是一种所有夸克间力的综合的

结果．这非常象分子间的范德瓦耳斯力，那是带电
粒子对之间所有库仑力的合力． 
原子核的液滴模型分别由盖莫夫于 1928 年，玻
尔于 1935年提出的．按照这一模型，核子相互间强烈作用就象液滴中分子间的
作用一样．当应用到核反应时，液滴模型提供了如下的过程： 

 bYCaX * +→→+                                 (29.2.3) 

这里 C*为复合核，一般寿命为 10–16s．由于统计涨落，在复合核中的一个核子
将获得足够能量而离开核，即以上式中的产物 b的面目出现． 
例如 









+
+

+
→→









γ+
+

α+
∗

HeO
nNe

HF
     Ne     

Ne
pF

O

317

19

218

 20
 10

20
10

19
9

16
8

                  (29.2.4) 

三种形成模式     受激复合核     三种衰变模式 

另一个例子是 
nYX Un U *236235 i++→→+            (29.2.5) 

其中复合核震荡极其激烈． 
按照液滴模型，结合能 B(Z, A)可以写为 

31
C

32
SBr )1(

2
1),( −−−−= AZZCACAEnAZB               (29.2.6) 

其中 nr为最近邻(nearest neighbor)核子数，CS是表面项，而 CC是库仑项． 
梅逸和靳森(Maria Mayer, Hans Jensen)发现了核的壳层结构，由此获 1963

 
图 29.3  交换模型 
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年诺贝尔奖．按照壳层模型(也叫独立模型)，核中的核子就像原子中的电子，

它们有如下特性： 

• 核子在一个势场中运动，这个势场由所有其他核子的运动决定． 
• 核子的运动状态由一组量子数定义． 
• 核子遵守泡利不相容原理． 
• 核子有自己的核子态(n, p 分别处理) ． 
• 核子几乎不碰撞． 

按照这个模型，出现了一些核幻数(magic nucleon number)，这些数解释了自然

界较稳定的核具有特殊的 Z 以及 N．这些幻数是 

126 82, 50, 28, 20, 8, 2,  

这非常类似于原子结构中的电子幻数：2, 10, 18, 36, 54, 86． 
表 29.2 列出了几个稳定核的质子数 Z 和中子数 N． 

表 29.2  几个稳定核 

 Z N  
18O 8   
4He 2 2 双幻数 
40Ca 20 20 双幻数 
92Mo  50  
208Pb 82 126 双幻数 

核能级和壳层结构如表29.3所示． 

表 29.3  核能级和壳层结构 

能级 总角动量 j 容量 (2j+1) 壳层容量 累计容量 
── 7/2 8 8 28 

     
── 3/2 4   
── 1/2 2 12 20 
── 5/2 6   

     
── 1/2 2 
── 3/2 4 

 
6 

 
8 

     
── 1/2 2 2 2 

爱·玻尔等人(Aage Bohr, Ben Mottleson, J. Rainwater)提出了集体模型

(Collective model)，奇妙地将液滴模型和壳层模型结合在一起．由此，他们荣
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获 1975 年诺贝尔物理学奖．在这个模型里，幻数核子构成了核心──液滴，而

多余的核子在由中心建立起的势场中运动． 

§ 29.3  放射性衰变 

大多数核是放射性的．1896 年贝可勒尔(Becquerel)发现了天然的放射性

(radioactivity)．这是首次观察到核的变化，因此被认为是核物理的开始．放射

性的研究是探测原子核的重要手段．当 Z ≥ 83 时，不存在稳定同位素．例如，

104Rf(rutherfordium) ， 105Db(dubnium) ， 106Sg(seaborgium) ， 107Bh(bohrium) ，
108Hs(hassium)，109Mt(meitnerium)，110Uun，111Uuu，112Unb 等等．在已知的 1700
多种放射性核中，大多数是人造的，通过反应堆或加速器生成．核的半衰期

(half-life) t1/2从数十秒到十亿年．例如， 

Db262
105  t1/2 = 0.7min 

14C t1/2 = 5730 a  

衰变事件是统计性的，可以从概率出发来讨论．衰变事件数(即发生衰变的

核数)–dN 应大致和时间间隔成比例，即 

t
N

N dd
∝

−
                                               (29.3.1) 

加上比例常数，表达式可以写为 

N
t
N λ=−

d
d

                                              (29.3.2) 

R = –dN/dt 叫做衰变率(decay rate)或活度(activity)．它的 SI 单位是 Bq(贝可)， 
1s1Bq1 −=                                              (29.3.3) 

(29.3.2)式积分可以得到 
tNN λ−e = 0                                              (29.3.4) 

λ是衰变常量(disintegration constant or decay constant)．衰变率 R 也是指数律： 

t

t

R

NNR
λ

λλλ
−

−

≡

==

e

e

0

0                                       
 (29.3.5)

 

这是一个可测量． 
半衰期 t1/2是这样定义的：当 t = t1/2时，N = N0/2．代入这一条件到(29.3.4)

式得到 

λ
ln2

21 =t                                               (29.3.6) 
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利用这一表达式，我们可以把衰变率写为 

21

2
1

 0

t
t

RR 





=                                          (29.3.7) 

有时也用到平均寿命(mean life)，定义为 

( )
λ

λ
1

d
1

d

d

0

==
−

−
= ∫∫

∫ tNt
NN

Nt
t                             (29.3.8) 

对于具有不同半衰期的衰变过程，可以采取不同的方案来讨论． 
对于短寿命衰变，可以直接测量衰变率 R 随时间的减小． 

[ ] t
tRR

t
 )(ln

2ln

0
21 =                                        (29.3.9) 

例 29.1  放射性核 128I，第 4分钟的衰变率是 392.2 Bq，而在第 68分钟是 65.5 Bq，求半

衰期和衰变常数. 

解：根据(29.3.9)式和(29.3.6)式半衰期和衰变常数分别为 

[ ] min8.24min)4min68(
)68()4(ln

2ln
21 =−=

RR
t

 

1

21
min9027.0

2ln −==
t

λ  

对于长寿命衰变，衰变率的变小需要很长的时间，可能是 109a． 当然不可
能等那么长时间来测量衰变率的减小．事实上我们正可以利用衰变率以及核数

变化小的特点，通过下列关系来进行计算： 

N
R

N
t
N

=
−

= d
d

λ                                         (29.3.10) 

例 29.2  已知放射性钾 40K的数目约为正常钾 39K的 1.18%．对 1.00 g KCl，测得衰变率

是 1600Bq．求半衰期. 

解：钾的数目可以算得为 

21A
K 1004.8

molg9.74
molg00.1

×=
⋅

=
N

N  

40K的数目是 
192

K 1049.91018.1 ×=××= −NN  
于是衰变常数是 
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s1069.1
1049.9

s1600 17
19

−×=
×

=λ  

半衰期是 

a1030.1
s10

a12ln 9
721 ×=

×π
=

λ
t  

而相对衰变率是 
( )a1030.1 

0

9
2 ×−= t

R
R

 

已知某放射性核的半衰期，则可以用作年代测定(Dating)．14C 就是一个很

好的例子．已知 14C 的半衰期是 a.40573021 ±=t  活的植物从大气吸收 CO2，其

中一小部分碳原子是 14C．植物枯死，14C 的吸收停止，14C 开始衰变．如果一

件木制品中 14C 同位素的活度是新伐下木料的 1/3，则可直接得到年代: 

[ ]

a9082

a5730
2ln
3ln

2ln
)(ln

21
0

=

×== ttRRt
 

例 29.3  如果质子是放射性的，半衰期为 t1/2 = 1032 a，则一个 70kg 的人要活多久才能确

信其体内的一个质子已经衰变了？ 
解：假定人是由水组成，每个分子中有 10 个质子，则人体内的总质子数是 

10
molg18
kg70mol1002.6 23

0 ×××=N  

时间是 
( )

a102.6

2ln
1

1
ln

2ln2ln
ln

3

21
0

021
21

0

×=

=
−

== t
NN

Nt
tNNt

 

α衰变 
自发α衰变的半衰期为 4.47×109 a，典型的反应是 

 MeV26.4He   Th    U 4234238 ++→                        (29.3.11) 

α粒子有非常确定的能量．我们可以估计α 粒子的质量 

MeV26.4MeV9314~2 >>×αcm  

由此可知，可以采用非相对论表达式． 

ppp
QTT

≡=
=+

α

α

Th

Th  
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α==

=≈

T
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Q
A

A

QT ⎟
⎠
⎞
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⎝
⎛ −≈

+
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41

 

在一个简单的模型中，假定α粒子存在于核中．它经受到核力和库仑力，它们

符号相反、力程不一．假定α粒子在核中快速运动而几乎不受力．当它离开核

时，α粒子将感受到一个势(图 29.4)： 

Rr
r

eZ
RrU

rU >
−

π

<−

⎩
⎨
⎧

= 2

0

0

)2(2
4

1
                   

)(
ε

  (29.3.12) 

按照(29.3.2)式，有 

fT
N

t
N

==
−

λd
d

        (29.3.13) 

其中碰撞频率 f  = v/(2R)，而透射概率 T 是 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−= ∫
′

α rTrUT
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                        (29.3.14) 

利用数据 f = 5×1020/s 和 T = 10–38，我们有衰变概率和半衰期为 

a104.4
s10

a2ln

d105d

9
721
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×=
×π

=

×=− −

λ
t

t
N
N

             (29.3.15) 

事实上，α粒子的透射概率对于势垒(或能量)的微小变化是很灵敏的．例如，对
220Rn，α粒子能量为 8.27MeV，不到 4.26MeV 的两倍．而半衰期只有 56s． 

β衰变 
在β衰变中，一个中子变成一个质子， 

epn +→                                             (29.3.16) 

质子数 Z 和中子数 N 都变化一个单位，可是质量数 A 没有变．最初研究这一实

验时，发射出的粒子被叫做β粒子．以后证明那就是电子．这电子不可能是事

 
图 29.4  α衰变 
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U
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先存在在核中的，否则将造成困难．因为 n、p 和 e 自旋都是 1/2，过程中自旋

角动量将不守恒. β谱是连续的，不像α粒子那样有非常确定的能量． 
在图29.5 中，我们可以看到β粒子存在一个极大能量，β粒子数 n 有一个极

大值．Q 值可以计算为 

MeV782.0)(

)(
2

Hn

2
epn

if

=−≈

−−=

−=

cmm

cmmm

TTQ

 (29.3.17) 

可是所有发射的电子的能量都小于这个值．动

量和能量守恒要求存在第三颗粒子．1927 年，

泡利提出存在一个“不可检测的、很轻的、中

性粒子”．费米(E. Fermi)称这一粒子为中微子，并于 1934年提出核β衰变理论．他

假定核β衰变实际上是核里面中子的衰变．中子衰变的预言后来被实验证实了． 

 ep n eν++→ −                                       (29.3.18) 

实验测得中子的平均寿命为(0.935±0.014)×102 s．据信中微子曾在宇宙形成时期

大量生成，是至今所有已知粒子中最为丰富的．由于中微子和其他物质的作用

十分微弱，很难检测．地球对于中微子而言是完全透明的．1956 年科文和任斯

(C. L. Cowan and F. Reines)首先在实验室中检测到了中微子． 
另一个最有名的β衰变实验是吴健雄等(C.S.Wu et al.)所作的： 

e
6060 eNiCo ν++→ −                                    (29.3.19) 

这一实验证实了李政道和杨振宁关于弱相互作用中宇称可能不守恒的论点． 
此外，还有如下的衰变过程： 

)h7.12(     eNiCu 21e
64
28

64
29 =ν++→ + t          (29.3.20) 

被叫做正β衰变．正β衰变有着不同的能谱，见图 29.6． 
在自然界从未观察到： 

                         )0(         en p <+ν++→ + QQ  

这种自由质子的衰变反应．Q < 0 表明质子是稳

定的． 
我们将三类β衰变用符号表示如下： 

e1 eYX ν++→ −
+
A

Z
A
Z

 

e1 eYX ν++→ +
−
A

Z
A
Z  

e1 YeX ν+→+ −
− A

Z
A
Z  

 
图 29.5  β衰变 

 
图 29.6  正β衰变 

n

Ek 

Emax 

n

Ek 

Emax 
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其中，最后一类也叫电子俘获(electron capture)反应． 
γ 衰变 

γ+→→+ ∗ U U  U  n)( 239239238慢  

其中γ 代表γ 射线，其能量比原子过程中的光子要高 102或 103倍． 

*§ 29.4  穆斯堡尔效应 

在图 29.7中，一个处在激发态 Ej的原子发射光子，能量等于两能级之差．而

一个处在基态 Eg的全同原子吸收这一光子，实现了
到激发态的跃迁──“共振吸收”．这种过程应该可

能实现，可是如果考虑到原子的反冲(recoil)，则出
现了问题．光子的能量将小于两能级之差．光子的

动量是 pγ = hν/c，动量守恒要求原子的动量 pΑ = pγ，

这样反冲能量为 

2

22
A

A 22 mc

E
m

pE γ==                   (29.4.1) 

因此共振吸收不能发生．下面我们作数量级估计．在
原子的情形，Eγ ~ eV； mc2 ~ 931MeV×A．所以即
使对于最轻的原子(A ~ 1)有 EA ~ 10–10 eV<< mc2．这
和我们采用的非相对论表达式 (29.4.1)式是一致
的．现在光子的能量是： 

Agj EEEE −−=γ                    (29.4.2) 

这一光子用来激发处在基态的全同粒子，还需附加的
能量2EA．这看起来是毫无希望的．但是，激发态有

有限的寿命τ ~ 10 –8s，不确定关系∆E⋅τ  ~ h告诉我们
存在能量的不确定(能级宽度) ∆E ~ 10 –7eV，这比2EA

大得多(图29.8)．所以共振仍然是可能的．由此可以
看到问题的数量方面是非常重要的，不同的数量会导
致不同的结果． 
核能级的间隔或相应的γ光子能量的量级为

MeV，或至小 Eγ  ~ 10 5eV．核的静能和原子的相近；
这样反冲能量约为 EA ~ eV． 而核γ射线的典型寿命
为τ ~ 10 –10s．核能级的宽度为∆E ~ 10 –5eV的量级，
所以这里的情况与原子很不相同．共振吸收是不可

能的(图 29.9)． 

 
图 29.7 

 
图 29.8 

 
图 29.9 

Eg 

hν = Ej-  Eg 
Ej 

吸收 

发射 

2EA 

∆E 

发射 

吸收 

2EA 
∆E 
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1958年穆斯堡尔(Rudolf Mössbauer)作出了重大发现．他把放射性核和吸收
原子放在晶体中，晶体的结合能比反冲动能大，所以，原子核除非与整个晶体

一起运动，否则自由反冲不再可能．如果这样， (29.4.1)式中的质量应该是晶
体的质量，这可能比单个核大 1020倍．现在反冲能量就比能级宽度小得多了，

共振依然可能．当共振吸收发生时，检测器将发现γ射线透射强度减弱.这种共
振吸收现象叫做穆斯堡尔效应．我们还可以利用多普勒紫移来提高辐射的频率

以利于共振的发生．图 29.10中就是这样做的.我们可以估计一下辐射源需要移
动的速度 u．多普勒紫移为 






 +′≈

−
+

′=
c
u

cu
cu

1
1
1

ννν  

频移与速度的关系为： 

c
u

h
hh ≈
′

′−
ν

νν
 

利用数据 hν – hν ' ~ ∆E ~ 10–5eV以及 hν ' ~ 100keV，可求得速度 u ~ 3cm/s．这
一速度当然容易实现． 

§ 29.5  裂变和聚变 

比起煤来，铀“燃烧”过程中有多得多的质量转化为能量．我们从表 29.4
的数据可以确信这一点． 

表 29.4  燃  烧  值 

煤的燃烧 2.9×107J/kg 

铀裂变 8.6×1013J/kg 

TNT 4.6×106J/kg 

106t氢弹 106tTNT 

裂变(fission) 
热中子的能量是 

meV5.37eV
40
1

2
3K300

2
3

2
3

BB ≈≈×== kTkE                (29.5.1) 

中子不带电，对它们来说没有库仑势垒．1932 年查德威克(James Chadwick)发
现了中子，获得了 1935年诺贝尔奖．几年以后费米在罗马用中子轰击各种元素
得到了新的放射性元素，为此他获得了 1938年诺贝尔奖． 

 

图 29.10  穆斯堡尔效应 

源 吸收物 检测器 
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1939 年德国化学家汉恩和斯特劳斯曼(Otto Hahn and Fritz Strassman)证实
其中有一个元素不是新的，而是钡(Barium)．几星期后，麦特娜及其外甥弗里
希(Lisa Meitner and her nephew Otto Frish)搞清了这一过程 

LL +Ba  U n 5692 →→+                               (29.5.2) 

并命名为核裂变．一个典型的裂变过程是 

nYXU  U n 236235 i++→→+ ∗                             (29.5.3) 

其中，平均来说 i = 2.47．可能的碎片 X和 Y
的质量数分布见图 29.11．纵轴是产物的百分
数．可见，最可能的质量数是 140和 95．具
体例子是 

n2SrXeUU n 94140236235 ++→→+ ∗  

在 236U中，中子与质子之比约为 144/92=1.6，
裂变后形成的最初的碎片中保留着这一比
例．而中等质量的核中比例为 1.2 ~ 1.4．所
以最初的碎片是中子有富裕的，可以蒸发掉
少量中子以维持反应．裂变产物仍然是放射

性的： 

      

014

h 40       

014

d 13      

014

s 65      

014

s 14  

014 CeLaBaCsXe
    

→→→→
−−−− ββββ  

   

94

min19  

94

s 75    

94 ZrYSr
  

→→
−− ββ

 

子核 Ce和 Zr是稳定的． 
按照(29.1.11)式，有 

( )[ ]
A
B

A
A
B

A
A
B

AcmmmQ ×−×+×=+−=
2

2
2

1

1
1

2
21

 

当 A ~ 240时，平均结合能约为 7.6MeV，而当 A ~ 120时，平均结合能约为 
8.5MeV．释放的能量是 

MeV 200~MeV6.7240MeV5.81202~ ×−××Q        (29.5.4) 

玻尔和威勒(John Wheeler)用液滴模型解释了裂变的机制．裂变过程的定性图象
如图 29.12所示．首先，235U吸收一颗热中子而形成复合核 236U．复合核有过
剩的能量，激烈地震荡．运动使之产生一个细颈；库伦力使之进一步拉伸直至

裂变产生．然后是碎片分离和中子蒸发．根据玻尔和威勒模型可以进行定量的
分析． 

 

图 29.11 裂变产物质量分布 
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图 29.13是裂变过程各阶段势能曲线，图中显示了畸变参数 r为某一值时
曲线存在一极大；图中还标明了势垒高度 Eb

和裂变能 Q．中子必须提供足够的能量以克服
势垒或造成隧道穿透，如(29.5.4)式中所估计，
其量级为 Q ~ 200MeV．这一能量除 5%被中微
子带走以外主要以产物的动能形式出现．如裂
变在固体中发生，则主要以内能形式出现，固

体温度升高．表 29.5 列出了四种核的有关参
数．可以看到对于后两种核，中子的激发能量
不足以造成足够概率的裂变． 

表 29.5裂变核参数和中子激发能 

靶 裂变核 势垒高度/MeV En  /MeV 
235U 236U 5.2 6.5 
239Pu 240Pu 4.8 6.4 
238U 239U 5.7 4.8 (γ ray) 

243Am 244Am 5.8 5.5 

要从 236U中拉出一颗中子，需要消耗质能 

( )
MeV546.

u0070.0
2

236235n

=∆

=−+=∆

mc

mmmm                           (29.5.5) 

该能量是中子在 236U中的结合能．如果一颗中子进入 235U，这个能量并不释放
出来，而是先激发而形成 236U*．此后激发核可以通过放出γ 射线，跳回基态或
通过裂变释放能量．后者发生的可能性以 6:1占优势． 
第一个核反应堆(reactor)是由费米及其合作者在芝加哥大学组装的．1942
年 12月 2日达到临界状态． 
大约 2×109年前，在西非加蓬的一个铀矿，一个自然的裂变反应堆也许曾

运行了 105年．例证是产物中的同位素比，图 29.14显示了该铀矿和裂变反应堆
的产物等的比较．235U的丰度(abundance)在地面的样品中、月球岩石中或陨石
中为 0.72%，而在加蓬是 0.44%，要少得多．那么哪里来足够的核燃料呢？由
于 235U衰变较快，我们可以将它的半衰期 0.704×109 a与 238U的 t1/2 = 4.47×109 a

 
图 29.13  裂变势能曲线 

 

图 29.12  液滴模型解释裂变机制 
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作比较，说明较早的时候 235U的丰度比现时的大．例如 2×109年前，同位素丰

度为 235U /238U = 3.78%，而 4.5×109年前，比率是 30%． 

热核聚变(thermonuclear fusion) 
2H-2H之间的库仑势垒是 

R
e

E
24

1
2

2

0
k επ

=  

eV107.1

nm101.2
nm0529.02

24
1

4
1

5

6
0

2

0
k

×=

×
×









π

= −a
e

E
ε

 

对于两个 3He核，动能 Ek约为 1MeV．“热核”这一术语来自于用热能克服库
仑势垒．太阳中心的平均动能为 

keV200keV9.1~K105.1
2
3 7

Bk <<××= kE  

因此似乎不足以克服库仑势垒．那么聚变又怎么可能发生呢？我们知道麦克斯
韦分布是 

kkk de~)( Bk EEEn TkE−  

存在能量足够高的粒子．并且还应区别峰值和隧道穿透效应． 

例 29.4  讨论太阳中的聚变过程． 

解：太阳的有关数据有： 

Pa 102~              

mkg1011.3413~mkg101.5~           

K107.1~             

16

33
PbPb

35

7

×

×≈××

×

p

T

压强

 密度

温度

ρρρ ，  

其核心组成是 99%的氢和氦(约 35:65)，1% 其他物质． 

假如太阳是由碳和氧组成的，则太阳的寿命是 

 

自然界 反应堆产物 加蓬的铀矿 
图 29.14  钕(neodymium)的 7种稳定同位素分布 
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20 
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( )
a103.1

W109.3

kgJ109.2
kg3212

kg12100.2
3

26

730

×=
×

××







+

××  

对于“质子-质子循环”： 

ppHe HeHe

HeH p

eH pp

433

32

2

++→+

γ+→+

ν++→+ +

 

能量关系可以计算如下： 

γ+ν+









+







 α
→








+

+

22
e2

e2
e2e4

p4  

或 
( )
( )

MeV7.26
MeV5.931603002.4825007.14

4 2
eHH

=
×−×=

−= cmmQ
 

而两个中微子ν 能量约0.5 MeV．总起来，释放能量26.2 MeV．这样氢燃烧成为氦的燃烧热是 

kgJ103.6
MeV1

J106.1
4

MeV2.26
d
d 14

13

p
×=

×
=

−

mm
ε  

根据辐射率，则太阳的寿命是 

skg102.6
kgJ103.6

W109.3

d
d

d
d

d
d 11

14

26

×=
×
×=

−
=−

m

t
t
m

ε

ε

 

a10~
s10

a
skg102.6

kg100.2

d
d

11
711

30

×π×
×

=
−

t
m

m
 

至少是 5 × 109 a． 

可控热核聚变(controlled thermonuclear fusion) 
热核反应在宇宙间自 15×109年前就开始了．地球上的第一次是 1952年 11
月的氢弹爆炸．从核能利用的观点看，主要的聚变过程是 

MeV27.3nHeHH 322 ++→+  

MeV03.4HHHH 1322 ++→+  

MeV59.17nHeHH 432 ++→+  

氘在正常氢中的同位素丰度为 1/6500，作为海水的一个成分几乎是取之不竭
的．成功的聚变过程要求有 3个条件：(1)足够高的粒子密度 n，以保证足够的
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碰撞频率；(2)足够高的温度，使氘首先离化 2H → D + e 成等离子体，然后克服

库仑势垒；(3)足够长的约束时间(confinement time)τ．由于没有固体容器可以达

到所涉及的温度，需要用磁约束．例如 ,在苏联的热核聚变装置托卡马克

(TOKAMAK)中，离子绕着环形磁场线螺旋式地行进(图 29.15)． 
劳森证明了成功的热核反应堆必须满足： 

313 cms106 −⋅×≥τn  

即所谓的劳森判据(Lawson's criterion)．加热

功率Ph = Ch n；聚变产生功率Pf  = Cf  n2 τ.．当

Pf  = Ph  时，出入平衡．而要有输出则必须

Pf  ≥ Ph，即要求 

f

h

C
C

n ≥τ  

激光聚变(Laser fusion) 
激光脉冲能加热燃料锭，使之离化为等离子体，并提高温度到 108K．当燃

料锭的表面层蒸发，高速逸出粒子的反作用力压缩核心，可增加其密度达 103

倍(n ~ 4.8×1025cm–3)．过程中采用一种惯性约束，约束时间τ 极短约 10–9s，到

聚变结束粒子由于惯性尚未离开原地．激光脉冲有着极高的功率，但是平均功

率却并不大： 

W10
s10
J10 14

9

5

==
−

P  

W10s10s100 791 =××= −−PP  

这里用的热转移介质是 6Li． 
HHe nLi 346

3 +→+  

因此，在反应过程中除中子以外没有废料． 
常温核聚变(Cold nuclear fusion) 
μ催化聚变为较可靠的常温核聚变．这种方法用μ子替代氘、氚中的电子而

构成相应的μ原子，进而构成μ分子，并在分子内部进行聚变．美国的研究机构

LAMPF 可以成功地进行μ核聚变．但是μ原子的生成代价极其昂贵． 

1989 年，弗来施曼和彭斯(Fleischmann and Pons)[7]在电解实验中观察到了

超热效应，实验中钯阴极受到重水中的氘的装填．他们没有首先在期刊上发表

他们的结果而直接作了新闻分布，声称发现了冷聚变．长期以来冷聚变被认为

是病态科学．研究表明在氘钯装填比 D/Pd ≈ 0.88 和电解电流密度 280mA/cm阈

值以上超热效应的重复性可以很高．琼斯(Jones)[8]及其合作者则致力于聚变中

的中子测量． 

 

图 29.15  托卡马克 

离子路径 

场线圈
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习    题 

29.1. 14C核包含多少质子和中子? 

29.2. 求下列核的半径：(a) 197Au；(b) 4He；(c) 20Ne． 

29.3. (a)计算两个 16O核表面接触时的库仑排斥能．(b)对 238U作同样的计算． 

29.4. 中子星的密度与核物质相仿．假定太阳塌缩到中子星，其半径将是多少? 

29.5. 对较轻的 55Mn核和较重的 209Bi核，计算并比较(a)核质量密度ρ
m和(b)核电荷密度

ρq；(c)其差别是你所想象的吗? 

29.6. 由于中子不带电荷，其质量测量需用质谱以外的方法．当静止的中子与质子交会

时它们将结合成氘核而放出能量为 2.2233MeV的 γ射线．氢和氘的原子量分别为 1.007 825  035 

u 和 2.014  101  9u．从这些数据求中子的质量．保持数据所保证的有效数字． 

29.7. 计算 239Pu中每个核子的结合能．所需的原子量为 

239.05216u(239Pu)，1.00783u (1H)，1.00866u (n) 

29.8. (a)假定球状结构，求 239Pu核的静电自能．(b)比较每一粒子的静电自能和每一核子

的结合能 7.56 MeV．由此可得到什么结论? 

29.9. (a)根据大家接受的核结构的中子-质子理论和(b)早已摒弃的质子-电子理论，7Li

核有多少粒子组成?(c) 7Li的核自旋是 3/2，这一事实可否用来对两种理论作一鉴别?(d) 7Li的

核磁矩是+3.26µN，这一事实是否有助于对两种理论的鉴别? 

29.10. 核特征时间是有用的量，但是定义甚为宽松：动能为几个 MeV 的核子通过中等

质量核直径相当的距离所需要的时间．考虑 5 MeV的中子通过 197Au核直径，估算核特征时

间的量级． 

29.11. 核半径可以通过核对高能电子的散射来测量． 200 MeV电子的德布罗意波长是多

少?这些电子可否作为合适的核探针? 

29.12. 中等质量核中核子的动能可取为 5 MeV．应用核结构的液滴模型，这一能量相应

于多少有效核温度? 

29.13. 汞的放射性同位素 197Hg衰变为金 197Au时的衰变常量是 0.0108/h．(a)计算其半衰

期；(b)3个半衰期以后，原先的量还留下多少?(c)10天以后呢? 

29.14. 氢的质量为 3的同位素氚的半衰期为 12.3 a．在 50.0 a以后，样品中尚留下多少氚? 

29.15. 钚同位素 239Pu是核反应堆的副产品、在环境中不断积累．它以 2.41×104 a的半衰

期作α 衰变．但是钚也是已知的最毒的化学品，人只要摄入 2 mg就致命．(a)致命剂量(lethal 

dose)是多少个核? (b)该剂量的衰变率是多大? 如果你正在处理这一剂量，是否担心中毒或得

放射病? 

29.16. 1902年，历经长期努力玛丽·居里和皮埃尔·居里成功地从铀矿石中分离出一定

量的镭， 0.1 g纯 RaCl2．镭是放射性同位素 226Ra，半衰期为 1 600 a．(a)他们分离了多少镭

核?(b)他们的样品的的衰变率是多少? 

29.17. 放射性核 64Cu的半衰期为 12.7 h．在 14h后开始的两小时期间原先 5.5 g 纯 64Cu
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样品将有多少衰变? 

29.18. 一放射源包含两类磷放射核 32P ( t1 2 = 14.3d)和 33P ( t1 2 = 25.3d)．最初 10%的衰变

来自 33P．多久变为 90%? 

29.19. 铀核 238U发射能量为 4.196 MeV的α粒子．计算这一过程的衰变能 Q，考虑残核
234Th的反冲． 

29.20. 某稳定核吸收一个中子后发射一个负电子，自发分裂成两个α粒子．这是什么核? 

29.21. 自由中子如下衰变： 

ν++→ −epn  

如果中子与氢原子的质量差是 8.40×10–4 u, β谱的最大能量是多少? 

29.22. 计算下列情况下中子β衰变中反冲质子动能：(a)当电子能量为极大时；(b)当中微

子能量为极大时． 

29.23. 求 11Be负β衰变中电子能量的极大值． 

29.24. 放射性核 32P 衰变为 32S： 

ν++→ −eSP 3232  

在某一衰变事件中，发射了一个能量为 1.71 MeV的电子，这是最大可能值．事件中反冲 32S

原子的动能是多少? 

29.25. 铀 238U衰变为 206Pb半衰期为 4.47×109 a．虽然衰变系列有很多步，但第一步半衰

期最长，所以常常可以考虑直接衰变到铅，即： 

L+→ PbU 206238  

一块岩石发现包含 4.2 mg的 238U和 2135 mg的 206Pb．假定岩石形成时不包含铅，所有现存

的铅都是铀衰变生成的．(a)岩石现在包含多少 238U原子和 206Pb原子?(b)岩石形成时包含多

少 238U原子?(c)岩石的年龄是多少? 

29.26. 一块 5.00 g来自古代火坑的木炭样品有着每分钟 63.0次衰变的 14C活性．来自活

树的碳 1.00 g的活度是每分 15.3次衰变，14C的半衰期是 5730 a．木炭样品的年代如何? 

29.27. 从新近砍下的木片每分钟有 12.4次 14C衰变．数千年前的同样大小的样品每分钟

有 3.5次 14C衰变．样品的年龄如何? 

29.28. 铁 57Fe的第一激发态衰变到基态，发射 14.4 keV的光子，平均寿命 141 ns．(a)

该激发态的宽度∆E是多少?(b)发射 14.4 keV光子的 57Fe原子的反冲动能是多少?(c)如果把原

子置于固体中使反冲动能可以忽略，将出现共振吸收．需要多大速度使发射的光子发生多普

勒效应以至共振不发生? 

29.29. (a)1.0 kg纯 235U包含多少原子?(b)1.0 g纯 235U完全裂变能产生多少焦耳的能量?

假定 Q = 200 MeV．(c)这一能量多久才能点亮一 100 W的灯? 

29.30. 为了产生 1.0 W的功率，235U核的中子裂变应有怎样的速率? 

29.31. 在一 235U核的慢中子裂变事件中，没有中子发射出来且一个裂变碎片是 83Ge．(a)

另一碎片是什么?(b)衰变能Q = 170 MeV 如何在两碎片之间分配?(c)计算每一碎片的初始速率． 
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29.32. 计算两质子正碰时的库仑势垒高度．质子有效半径可取为 0.8 fm． 
29.33. 两 7Li 核以相同初动能对射，计算库仑势垒的高度． 
29.34. 证明三个α粒子聚合成 12C 时释放的能量是 7.27 MeV．4He 的原子量是 4.002 6u，

而 12C 是 12.0000u． 
29.35. 计算并比较(a)太阳深处 1.0kg 氢聚变、(b)裂变反应堆中 1.0kg 的 235U 裂变释放的

能量． 
29.36. (a)计算太阳产生中微子的速率．假定能量的产生完全是通过质子-质子循环；(b)

中微子撞击地球的速率是多大? 
29.37. 普通水大致有 0.015%质量的重水．如果我们在一天内通过反应 

nHeHH 322 +→+  

将1.0L中的2H全部烧光，可得到多大的平均聚变功率? 
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第三十章  轻子和夸克 

在本章以前，我们已经知道了电子、光子、质子、中子和中微子等粒子．
我们也知道核力牵涉到强作用，β衰变牵涉到弱相互作用． 

§ 30.1  粒子及其分类 

虽然当前最新的概念中轻子(lepton)和夸克才是基本粒子，但很多人仍由于
方便或习惯称很多粒子为基本粒子．盖尔曼(Murray Gell-Mann)由于在关于基本
粒子及其相互作用方面的贡献和发现而获 1969 年诺贝尔奖．根据盖尔曼的方
案，基本粒子可以按照它们的质量、寿命、自旋(费米子或玻色子)、相互作用
以及粒子──反粒子等而分类．首先按照质量分，我们有：光子、轻子、介子

(meson)和重子(baryon)，重子又可分为核子和超子(hyperon)．表 30.1列出了按
此分类的常见粒子． 

表 30.1  常见粒子分类表 

 粒子 静止质量/MeV 自旋 奇异数 

光子 γ 0 1 0 

轻子 e– 0.511 1/ 2 0 

 µ– 105.7 1/ 2 0 

 τ – 1 777 1/ 2 0 

 ν ~10–6 1/ 2 0 

介子 π± 139.6 0 0 

 π0 135.0 0 0 

 K± 493.7 0 ±1 

 K0 497.7 0 +1 

 J/ψ 3.1×103 1 0 

核子 p 938.3 1/ 2 0 

 n 939.6 1/ 2 0 

 ∆+ 1232 3/ 2 0 

超子 Λ0 1 115.6 1/ 2 –1 

 Σ+ 1 189.4 1/ 2 –1 

 Ω – 1 672.2 3/ 2 –3 
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其中共振(resonance) ∆ ( ∆+, ∆0, ∆−, ∆++)是短寿命粒子．实际上它们是核子的激发
态．表 30.1的罗列已经部分计及了自旋、相互作用和寿命判据：例如µ子从不
介入“强”过程．介子、核子和超子三类属于强子(hadron)． 
按照现代观点，强子不再基本！例如，核子有内部结构，它们不是基本的．

核子不是基本的点粒子的例证如下： 

(1) 我们期望µ p  = µ N, µ n = 0，其中µ N = eh/2mp是核玻尔磁子；可是实验表

明µ p ≈ 2.79 µ N, µ n ≈ –1.91 µ N, 这肯定是核子有内部结构的迹象．*有人用π介子理

论来解释．设想一个暂态过程： 
+π→ +np  

质子的磁矩可由中子和π介子的某种组合而拟合： 

NNNp

N

79.27)1(

7~
2

µµµµ

µµ

=⋅−+=

=
π

π

xx

m
Leh

 

(2) 核力短程排斥、长程吸引(实际上它还依赖于自旋和核子对的量子态的
对称性)．核力没有简单的、基本的形式，不象电磁力那样简单．这一点类似于
原子和分子间的化学力,虽然它们本质上是库仑力，但由于内部结构和量子效应
而变得很复杂． 

(3) 发现了核子激发态∆等． 
(4) 核子对电子的弹性散射表明：核子电荷约有 0.8fm的有限半径． 
(5) 深度非弹性散射──“核卢瑟福散射”．在深度非弹性事件中，高能电
子、ν子和中微子(15 ~ 200GeV)与核子碰撞．大的动量和能量转移到核子，入
射粒子遭到大角度散射．如果核子中电荷是连续分布的，则不可能如此．这可

以解释为：存在某种组分，尺度上不大于 10–18m；这比核子的尺度小 103倍． 

基本粒子也可以分为粒子和反粒子(antiparticle)．粒子和反粒子有同样的质
量、自旋、同样的寿命、等量相反的电荷和磁矩(以及其它很多量子数，例如
B, Le, Lµ, S)．通常我们将组成普通物质的基本粒子定义为粒子．反粒子被赋予
电荷符号±或粒子符号上加一横以与相应的粒子区别． 

电子-正电子 e+(positron) 1928年狄拉克预言了正电子的存在；1932年安德
逊(C. D. Anderson, 1905— 1984)发现了它，从而分享了 1936年诺贝尔奖． 
质子-反质子 p (antiproton) 1955年反质子为钱伯兰等人(O. Chamberlain, E. 

Segré, Wiegand and Ypsilantis)所发现． 
中子-反中子(antineutron)  由于中子不带电，所以难以区别中子和反中子．
中子的磁矩与其自旋反向．由于磁矩趋向于与外磁场平行，中子的自旋将与外

磁场方向相反；反中子则与外磁场方向相同． 
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光子-光子  虽然有可能存在反物质组成的星系，可是我们无法用普通的天
文技术来判明，因为光子是它自己的反粒子． 
我们也可通过衰变模式来定义粒子或反粒子．例如： 

µ
−− νν→µ ee                     (30.1.1) 

µ
++ νν→µ ee                      (30.1.2) 

于是我们认为µ–是粒子．对于π介子事情有点麻烦，普通物质中没有π介子；从
衰变模式中也得不到线索： 

µ
−− νµ→π                      (30.1.3) 

µ
++ νµ→π                      (30.1.4) 

可以认为π+、π0、π  
–是粒子，而π  

–、π0、π+为它们的反粒子组． 

最后，我们有以下 3类基本粒子： 

(1) 轻子  自旋 s = 1/2．轻子的英文 lepton来源于希腊词，意思是轻．因为
最早知道的轻子包括电子、中微子、µ子和第二类中微子νµ都很轻．现在我们知

道“轻”不是轻子的本质特性,因为存在相当重的轻子τ，其质量是核子的两倍． 
(2) 夸克  s = 1/2．也称为层子(stratum)，以强调它也只是在现在的认识水
平上是基本的．它们可以组成强子，如表 30.2所示． 

表 30.2  夸克构成重子和介子 

qqq = 重子(费米子) p, n, ∆, L 

qq̄ = 介子(玻色子) π, K, D, F, L 

(3) 场量子  s =1或 s =2，如表30.3所示． 

表 30.3  场  量  子 

电磁作用 光子 

强作用 胶子 

弱作用 W±, Z0; m ? 0 

引力作用 引力子(graviton),  s = 2 
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这里把分类重新整理如下： 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

考察一下轻子发现与夸克出现的过程是有意思的．1964 年，盖尔曼和茨威

格(George Zweig)提出夸克模型，首先出现的是 u、d、s 三味夸克．1974 年由于

J/ψ粒子的发现导致了 c 夸克(charmed)．而当时已知的轻子有 e , νe , μ , νμ，于

是形成了 4:4 的局面．1975 年发现了并不轻的轻子τ，这样轻子比夸克为 5:4．
1977年和1994年又根据实验事实提出了b(bottom or beauty)夸克和 t[18][19] (top or 
truth)夸克，于是轻子比夸克为 5:6．2002 年发现ντ以后，两者就持平了． 

在现在的层次上究竟有多少基本粒子呢？有人估计至多为 60 种．如果计及

反粒子以及色量子数，仔细算起来，轻子共 12 个、夸克 (色 RGB 及反色 BGR ) 
36 个、场量子包括光子、中间玻色子以及 8 种胶子共 12 种，共计 60 种．此外，

还有引力子和 1 种希格斯(Higgs)粒子．1995 年 6 月 19 日诺贝尔奖获得者格拉

肖在南京大学作报告时，出示了一张图(图30.1)以表示他对这一问题的看法：按

照标准模型，尚可发现两类粒子． 
超对称理论提供了发现新粒子的广泛可能性． 

 

图 30.1  格拉肖教授的预言 
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介子 
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*按照超弦(superstring)理论，只有超弦才是唯一的基本粒子．超弦的尺度为 10−35 m，由

于卷曲而像一个点．如此小的尺度需要引力的量子理论．超弦理论是 10 维时空的理论，除

了 4 个维度以外，其余的都因紧密卷曲而无法检测．高维对象有着低维形象这一点并不奇怪．

也许你会发现远处的三维电线杆就像是一维的． 

§ 30.2  相互作用 

强相互作用是核子之间、核子与介子之间以及其他很多粒子之间的相互作

用．在核的尺度上，介子是作为强相互作用的量子；在核以下的尺度上强相互

作用是通过夸克间交换胶子实现的． 
相互作用越强、过程进行越快、反应截面越大． 
在强过程中，共振Δ的能级宽度约ΔE ≈ 300MeV．强子动力学的时间尺度为 

s10~
MeV300

seV10~~ 23
16

−
− ⋅

ΔE
hτ

 

电磁作用是带电粒子之间的相互作用，是通过交换光子实现的． 
弱相互作用对诸如放射性衰变(基本过程) 

eep n ν→ −  

以及π和μ衰变等很多其他衰变过程负责．β衰变比起其他核过程来是很缓慢的；

最快的事件寿命是 ms 数量级，而在最慢的情形可以大于宇宙的年龄．所以引

起这种发射的相互作用叫做弱相互作用．反应堆产生的中微子的反应截面是异

乎寻常地小──10–18fm2量级．这相应于在岩石中 1014km 量级的平均自由程． 
引力作用存在于所有有质量的粒子之间，相信是通过至今尚未检测到的引力子

实现的．引力作用在宏观尺度上是重要的，对于基本粒子现象则不重要． 

以上所述的四种相互作用有着不同的强度．*我们先推导核子势的一个公式．在

非相对论情形，能量－动量关系为 

( ) 0
2

2
=−− rU

m
pE                                                  (1) 

相应的算符形式为 

( ) 0
i2

1i
2

=−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∇−

∂
∂ rU

mt
h

h                                         (2) 

相对论的对应表达式为 
042222 =−− cmpcE                                              (3) 

相应的算符形式为 

042222
2

2
2 =−∇+

∂
∂

− cmc
t

hh                                         (4) 

如果用势Φ (r, t)来表示核子间的力，可以认为它是一个场变量，于是我们有 
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时间独立部分是 
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解是 
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其中 g 是耦合常量，量纲与电荷相同．第二个核子在这第一个核子的势场中的能量是 gΦ 或 

⎟
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2
                                                  (8) 

粗略地讲，作用力程为 r0 ~ h/mc．这是康普顿波长的量级． 

以质子的质能作为比较的单位，则强相互作用耦合常量满足： 

1~:
)(

2
s2

p
p

2
s

c
gcm

cm
g

hh
=                                    (30.2.1) 

如果力程也可用π介子康普顿波长，则上述无量纲量的变化幅度为 1~10． 
对应电磁相互作用，我们有相应的量──精细结构常数α： 

α
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210~
137

1 −=α                                           (30.2.2) 

弱相互作用的强度比较复杂．通常认为其强度为 10–5或 10–10，与费米耦合

常量 GF或其平方成正比．GF以及与弱荷 gw的关系如下： 

25
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( ) 522
p

3
F 10~c)( −× cmG h                                  (30.2.4) 

引力相互作用强度容易和电磁相互作用作比较．对于相同的距离，有 

37
2
s

2
p 10~ −

e
Gm                                            (30.2.5) 

39
2
p2

p
p

2
p 10~: −=

c
Gm

cm
cm

Gm
hh

                              (30.2.6) 
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相对于强相互作用，它要弱 10– 39倍． 
四种相互作用也可以通过寿命、反应截面加以区别．当过程牵涉到能量正

比于 g2，寿命将反比于 g2；而反应截面σ ~ g2． 
弱电相互作用 

按照普适费米理论，弱相互作用是一种点作用，根本不牵涉到任何场．后
来发现这种观点有问题．人们试图用与电磁作用类似的方式来解释弱相互作用．

图 30.2所示是典型的点作用．在 10–18 m的距离尺度上，弱过程看起来象图 30.3
所示；这和电磁作用中，光子作为场量子有着同样的结构． 
在 1961~1968年期间，格拉肖(1961)、温伯格(1967)和萨拉姆(1968)建立了
“标准模型”(standard model)，统一了电磁和弱相互作用．场量子是中间矢量

玻色子(intermediate vector bosons）W±．他们估计： 

2
w GeV

8.2
0.3

0.83~ cm
−
+

                                  (30.2.8) 

弱电理论还预言了 Z0 粒子传播中性流弱相互作用(neutral current weak 
interaction )．温伯格-萨拉姆理论预言： 

2
Z GeV

4.2
5.2

8.93~0 cm
−
+                                 (30.2.9) 

1983年 1月和 6月分别发现了 W±和 Z0．CERN (the European Nuclear Research 
Center)的两个实验组 UA1和 UA2在 1983年 8月报导了他们的发现．实验值与
预言值符合得很好： 

2
Z

2
w GeV)7.10.93(=,GeV)7.11.82(= 0 cmcm ±±       (30.2.10) 

1984年诺贝尔物理奖被授予鲁比亚和范得米尔(Carlo Rubbia and Simon Van der 
Meer)以表彰他们发现弱作用场量子 W±和 Z0的杰出贡献． 

W±和 Z0的质量提供给我们弱电统一的能量和距离尺度．当 

m10<          GeV,10> 1822 −dmc            (30.2.11) 

弱相互作用的强度将与电磁作用相仿． 

               
图 30.2  β衰变                          图 30.3  弱作用过程中的场量子 

n p 

e-  

ν̄e 
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*大统一理论旨在统一弱电作用和强作用．有两个预言： 

(1) 质子可以衰变，其寿命 t p ≥ 1031 a. 这可能是在地球上检验大统一理论的唯一方法. 

(2) 中微子可以有质量 mν ~ eV. 这一点在不断地被证实，而 mν = 0 是粒子物理的标准模

型中的一个 特定的假定. 
统一的尺度可能要达到(新的场量子 X 的质量)： 

215
X GeV10~ cm  

大统一理论还为宇宙学中的暴涨模型提供了理论基础(§ 32.6)．进一步的统一则企图包括引

力在内，其统一尺度将由普适物理常量构成： 

GeV7(16)102.176 19
P =/≡ Gcm h  

( ) s10)40(3906.5 442152
PP

−×==/= cGcmt hh  

( ) m10)12(6160.1 35213
PP

−×=== cGct hl  

§ 30.3  守恒定律 

我们已经知道有动量、角动量、电荷和质能的守恒定律．从质能守恒定律，

我们知道介子不可能衰变成超子或别的粒子．这里首先应该注意到：没有静止

质量守恒；其次在“虚过程”(诸如p → n π+)中，在一定时间间隔内可以存在能

量的不确定性．下面引入几个粒子物理领域的有关守恒的定律． 
(1) 轻子数(lepton number Le, Lμ, Lτ)守恒．对电子和电子中微子赋予电子数

Le = +1，而正电子和ν̄e为–1．对μ子及其相应的中微子赋予 Lμ = +1，其反粒子

为–1．τ 子和τ 中微子有τ轻子数 Lτ = +1，而反粒子为–1．例如，在下列衰变过

程中各轻子数分别守恒： 
MeV0.8ep n e +ν→ −                                     (30.3.1) 

ee νν→μ −
μ

−                                           (30.3.2) 

由轻子数守恒律可知下列模式是禁止的： 

en  pe ν→−  

γ→ +e p  

作为练习，配平下列方程(主要是反应产物的正确性)： 

νν→μ −+e                                               (30.3.3) 

 (2) 重子数(baryon number, B)守恒．对核子和超子赋予重子数 B = +1，反重

子为 −1．以下过程都是允许的： 

pppppp →  
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−+

+

+

ππ
ππ

π
π









→

 p p
 n p
 p p
 n p

pp 0

0
 

而 
+π→  p p p  
n p p p p →  

破坏了重子数守恒定律． 
(3) 同位旋(isotropic spin, isospin, I )及选择规则．质子和中子具有不同的电
磁作用，可是它们具有相同的核力．强相互作用是后者的原因．如果忽略电磁
作用，质子和中子可以认为是同一种东西──核子，只不过是处在两个状态而

已．因此，“核子”不只是两者的代名词. 核子被赋予一个新的量子数：同位旋
I．对于质子和中子，同位旋 z分量分别为 I3  = 1/2, –1/2．电荷通过下式与 I3 相
关联： 

BIQ
2
1

3 +=                                             (30.3.4) 

π介子的同位旋为 I = 1，其 z 分量 I3  = 1, 0, –1，分别相应于π+, π0和π –．在不同
的过程中，∆I 和∆I3有不同的选择规则． 

(4) 奇异数(strangeness, S)．粒子由强过程产生、弱过程衰变的反常行为称
为奇异性．这一奇异性被盖尔曼和培斯(Gell-Mann and Pais)以及西岛(Nisijima)
等人独立地予以解释．奇异粒子及其奇异数是 

K+,  K0 : 1  Σ±,  Σ0: –1 
K–,  K̄0: –1  Ξ0,  Ξ –: –2 

Λ0: –1  Ω : –3 

反粒子具有相反的奇异数．强相互作用不改变奇异数．弱相互作用过程中奇异

数不守恒；弱相互作用引起的衰变奇异数可以改变一个单位．电磁过程中奇异
数守恒．下列过程是禁止的： 

γγ→0K  

奇异数S 通过盖尔曼-西岛公式与其它量子数相关联[S = 0,下式退化为(30.3.3)]： 

BIQS −−= )(2 3
                   (30.3.5) 

(5) 对于介子，没有守恒定律． 
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§ 30.4  夸克 

夸克模型(1963~1964, quark model )不仅提供了强子态分类的优美而简洁的
方式，而且有着深刻的动力学意义．实际上所有的强子物理——谱学、弱衰变
或电磁衰变和电子或中微子的碰撞，以及 e+e–湮灭过程中的强子产生──都能

利用夸克模型获得适度的理解．例如ψ, ϒ 族介子有着和氢原子十分相似的激发
谱，夸克模型可以定量地计及这些谱的细节．当把强子自由度归诸夸克以后，

强、电磁以及弱相互作用理论也变得更加漂亮和有力． 
夸克模型的基本假定如下： 
(1) 夸克是自旋为 1/2的粒子． 
(2) 重子由三个夸克组成，写作 qqq．因为重子数是可加的，我们赋予夸克

B = 1/ 3，反夸克为- 1/ 3． 
(3) 介子由夸克和反夸克组成 qq̄．因为其组份可以湮灭，这正好计及了没
有绝对稳定的介子态这一事实． 

(4) 强子以可加量子数 I3, S 和 C 为特征．因为强子是 qqq或 qq̄组成，必
须赋予夸克以适当的 I3, S和 C 值． 
目前夸克共有六味(flavor)： 
首先是一对普通夸克 u和 d，这两味夸克只带同位旋而不带任何其它量子
数．上夸克 u，I3 = 1/2；下夸克 d，I3 = –1/2． 
奇异夸克 s带奇异量子数．我们赋予 s以 S = –1．但 s不带粲数(charm)或
同位旋． 
粲夸克 c带有粲数 C = 1，但没有奇异数或同位旋． 
底夸克 b 和顶夸克 t．其中 t 夸克质量为 175.6GeV/c2． 

它们的电荷可以由盖尔曼-西岛公式确定． 
第四味夸克 c主要是为了解释 J/ ψ粒子．1974年 11月丁肇中小组宣布发现
了一个新粒子，并命名为 J  粒子，几乎同时利克特(B.Richter)小组发现了同一个
粒子，他们称之为ψ 粒子．这一粒子的质量为通常共振的 2~3倍，而其寿命则
是 10–20 s，约长了103倍． 
在夸克模型中，核子由 3个夸克组成．例如 p = 

(uud), n = (udd)．在夸克的层次上，β衰变可以按图
30.4理解．进一步的应用是重要的，但超出了本书
的范围． 
色(color)量子数和量子色动力学 
在∆++(uuu)和Ω – (sss)中，3 个夸克是全同的，
波函数是对称的．这和自旋–统计定理发生尖锐的矛盾．格林堡(1964, Greenberg)

 
图 30-4  弱衰变 

u u 

u 
d 
d 

d 

e
-  

ν̄e 
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提示说存在一个隐蔽的自由度，可以区分夸克并使得整个波函数可以不对称．

他称所提出的自由度为色．所有自然界存在的粒子都是无色的或“白”的． 
色量子数的引入是出于完全不同的原因．现在可以相信在夸克间的相互作
用中，色量子数起了基本的作用．量子电动力学(QED, quantum electrodynamics)
的规范理论(gauge theory)在计及电荷间相互作用时取得了巨大的成功．例如，
量子电动力学方法成功地处理了氢原子谱的兰姆移动和电子的反常磁矩(Lamb 
shift and electronic magnetic moment)．物理学家受此鼓舞，试图为强相互作用寻
求一个类似的理论．这个理论就是量子色动力学(QCD, quantum chromo- 
dynamics)．从表 30.4的对照，可以看出两者是彼此相应的． 

表 30.4  QED 和 QCD 

QED QCD 

电荷 色 

电荷间的力是由于交换光子 
(无质量的玻色子，自旋为 1) 

带色夸克间的力是由于交换胶子 
(无质量的玻色子，自旋为 1) 

两类电荷 三种色RGB，三种反色 RGB  
光子是中性的 胶子是带色的 

 

§ 30.5  CPT 定理 

在§ 5.5中我们提到过对称性问题，已经知道的一些连续变换和相应的守恒
律有： 

• 空间平移不变性──动量守恒； 
• 时间平移不变性──能量守恒； 
• 旋转不变性──角动量守恒． 

变换也可以是分立的．下面我们来讨论有关的变换． 
CPT 定理(CPT theorem)是史文格等人 (1953, Schwinger; 1954, Luders; 1955, 

Pauli ) 提出的．该定理说： 

• 物理定律在 CPT 联合操作下是不变的. 

C ── 电荷共轭不变性(charge conjugate invariance)  操作 C 首先是对电子
提出的，即把电子变成正电子．以后推广到所有的粒子-反粒子交换. 

P ── 空间反演不变性(space inversion invariance)  反演操作等价于反射
(reflection)加旋转．在量子力学中，即宇称守恒(parity conservation)．本节中，
我们只讨论反射，即镜象变换． 

T ── 时间反演不变性(time reversal invariance)  T 操作翻转物理过程的时
间次序． 
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CPT不变性也隐含着粒子-反粒子的质量和寿命相等． 
在电学-力学问题中，C、P和 T 分别都成立的．图 30.5所示是电磁系统的
例子． 
对一个螺线管和磁针系统(图 30.6)，你将发现镜象过程是不可能的．问题
何在呢？也许是我们忽略了某些本质的东西．如果我们计及到磁性的分子电流
起源，则镜象过程应如图 30.7 所示，这样在螺线管和磁针的系统中，镜象过程
就没有问题了．在对角动量这样的矢量(轴矢量或两个极矢量的矢积)作镜象操
作时我们应该特别留意． 

1956 年以前，人们相信 C、P和 T分别守恒．在热力学中有些现象和 T抵
触的原因是由于统计规律．我们现在则是在谈基本粒子过程． 
下面，我们集中讨论宇称守恒问题，即左右对称问题．在§ 26.5 中我们提
及了上世纪中叶，巴斯德(Louis Pasteur)发现在生物中镜象对称是破缺的． 
在基本粒子领域里，问题是从所谓θ – τ疑难开始的． 

00+−+++ ππππππ→τ  ,                  (30.5.1) 

0++ ππ→θ                           (30.5.2) 

π有着固有的负宇称．夸克取为有正内秉宇称，反夸克负内秉宇称．宇称是相乘而不是相
加的，所以 qq 组合有负宇称．2π态有着正宇称而 3π态为负．如果过程中宇称守
恒，则θ 和τ 具有相反的宇称，一定是不同的粒子．但是它们有完全一样的质量
和寿命．其实，说它们不同也就是因为不同的衰变过程．如果正是如此，那么

 

图 30.5  电荷系统中的 CPT变换 

 
图 30.6  磁针的变换           图 30.7  磁针的正确变换 

C                         P                        T  
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它们就是不同粒子却有同样的质量和寿命的绝无仅有的例子．令人不可思议．

然而，如果他们是同一粒子，则(弱)衰变过程就不遵守宇称守恒定律． 
自β衰变发现以来，没有人怀疑过宇称守恒．1956 年李政道和杨振宁(T. D. 

Lee and C. N. Yang)彻底研究了当时已经做过的所有弱相互作用实验．他们发现

没有一个证明宇称守恒．于是他们提出：弱相互作用宇称可能不守恒．吴健雄

等(Chien-Shiung Wu, Ambler, Hayward, Hoppes and Hudson) 在实验上证明了β流
计数率的不对称．如图 30.8，先用磁场将 60Co 的磁矩(从而自旋)排列整齐，并

将温度降到 0.01K 以减小热扰动．在这样的条件下，可以在 8min 内观察到β流
计数率不对称，此后就全都热化了．这 8min 可是意味深长，它极大地改变了

人们对左右对称的观念． 
这种对称破缺是否有可能是由于我们忽略了某些本质而造成的呢？我们可

以尝试 CP，即电荷共轭和空间反演的联合操作．困难在于 60Co 反核的制备．

看来为了实现 CP，得另辟蹊径．在下面的衰变中： 

μνμ→π ++                                              (30.5.3) 

π自旋为零．μ 和中微子必须有反向的自旋．对于静止的π，产物的动量也必须

反向．图 30.9 中，只有上半图中的过程观察到；其镜像过程(下半图)却从未发

现过：宇称是不守恒的．我们可以用动量和自旋标积的符号 sgn(p·s)来定义手性．

对于μ子，手性为–1，称为是左手的(left-handed)．这里似乎存在不确定性．找

一个坐标系令动量反号并不是一件难事．然而，中微子也是左手的．中微子是

以光速运动的无质量粒子， 这样它的左手性就有了绝对意义，即没有一个参考

 

图 30.8  吴健雄实验示意 

 

 
 
 

 

图 30.9  π+ 衰变中的宇称 

8 min t strong β

60Co

P

π+ μ+ νμ 
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系可以改变其速度方向(见 31.1 节关于最近的进展)．难怪有人感叹：上帝真有

一点左撇子．通过π+衰变，我们可以用中微子来定义“左”． 
联合CP却产生了图30.10所示的可能过程： 

μ、ν̄μ两者都是右手的．对于反中微子，手性也是有绝对意义上的． 
然而 CP 也有稍为不守恒的．在长寿、中性 K0和K̄0 (的某种混合)的下列衰

变中， 

+−

−+

πν→

πν→

e

e

e

e
                                             (30.5.4) 

两种过程(互为 CP 变换)出现的概率Γ 是不同的： 

310)12.030.3(
)e()e(
)e()(e −

−+

−+

×±=
+
−

=
ΓΓ
ΓΓδ                     (30.5.5) 

对于 CP 的破坏，至今尚未有令人满意的理论解释；但人们期望 CP 不守恒性的

存在就是物质比反物质稍多的原因． 
上述 K0所倾向的衰变模式正可以用来定义“正”电荷． 

习    题 

30.1. 核力的力程为 2 fm．传递这种力的虚粒子的质量是多少? 
30.2. 在下面的反应方程的空白处应填上哪一种中微子? 
(a)                                        ++→+ enp?  
(b)                                        −μ+→+ pn?  
(c)                                         −+→+ epn?  
30.3. 指出下列衰变方程中可能违反的守恒律： 
(a)                                        γ+→π ++ e  
(b)                                        −+→Λ Kp0  
(c)                                         0π+Σ→Ω −−  
(d)                                         000 π+Σ→Ξ  
30.4. 在质子俘获μ―

子过程中，两者可以通过普适费米作用变成一个中子和另外一粒子，

试确定这一粒子． 
30.5. 下面的衰变模式是禁戒的，分别指出它们破坏的守恒律： 
(a)                                        −+ π+π→Λ  

 

图 30.10  π+ 衰变的 CP 
π− μ− ν̄μ 
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(b)                                        0−++ π+π+π→K  

(c)                                         epen ν++→ −  

(d)                                        eeen ν++→ +−  

30.6. 下面的反应方程违反了一个或多个守恒律，试详细指出： 

(a)                                        ++→+ν enpe  

(b)                                        +++→+ Knppp  

(c)                                         00 Kpppp +Λ++→+  

(d)                                        0Kn Λ+→+π −−  

(e)                                         0npK Λ+→+−  

30.7. 说明下面的反应模式是允许的，还是禁戒的；若是后者，指出所破坏的守恒律： 

(a)                                         0p π+→Λ  

(b)                                         −+ +µ→+ epp  

(c)                                          eepn ν++→ −  

(d)                                         eenp ν++→ +  

(e)                                         ++ π+Λ→Σ 0  

30.8. 画图说明在气泡室中下述反应的粒子径迹： 

+−− π+Σ→+ pK  

假设 K–粒子是静止的，Σ–粒子在飞行中衰变，并且磁场垂直纸面向外． 

30.9. 实验上发现，当运动的左旋µ+子静止时，衰变产物之一的正电子大多向反方向运

动．当一正电子的运动方向正好与µ+子相反时，νe和 µν 运动方向向前的情形，正电子是左

旋的还是右旋的? 

30.10. 重轻子τ–有时会衰变成 3个µ子和 2个中微子，确定这两个是什么中微子． 

30.11. 在衰变 µ
++ ν+µ→π 中，中微子的能量 cp和µ+子的动能都来自于反应前后的质量

差，计算中微子的动量 p和µ+子的动能 Ek (用MeV表示)．µ+子的运动可以用经典力学处理． 

30.12. 在反应 ee ν+ν+→µ µ
−− 中，出射电子的最大能量是多少?假定电子是极端相对论

的． 

30.13. 计算下述衰变过程中衰变产物的动能(假设母核是静止的)： 

(a)                                       −− +Λ→Ω K0  

(b)                                       µ
++ ν+µ→π  

(c)                                        −+ π+π→0K  

30.14. 计算下述衰变的反应能 Q： 

(a)                                       µ
−− ν+µ→π  

(b)                                       γ+ γ→π0  

(c)                                        −+ π+π→0K  

(d)                                       0p π+→Σ+  

(e)                                        γ+Λ→Σ 00  
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30.15. 计算下述反应的反应能 Q： 

(a)                                        00pK π+Λ→+−  

(b)                                        +++ +Σ→+π Kp  

(c)                                        0KKpK ++Ω→+ +−−  

(d)                                        00 Kppp +Λ+π+→+ +  

(e)                                         pn +π→+γ −  

30.16. 在下述反应中，第一个粒子是运动的，第二个粒子是静止的，计算每一过程的阈

动能： 

(a)                                        ++ π++Σ+→+ 0Knpp  

(b)                                        00 Kp +Σ→+π−  

(c)                                        +− +Σ+→+ Kpnp  

(d)                                        nppp ++→+π+  
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第三十一章  天 体 物 理 

§ 31.1  星体演化和结构 

星体的演化过程是引力和其它各种效应竞争的过程，这些效应包括： 

• 运动学效应(角动量)； 
• 热运动； 
• 核反应； 
• 流体力学粘滞； 
• 电磁辐射压力(γ 射线，中微子)； 
• 量子力学压力(泡利原理)． 

描述星体的演化过程模型之一是认为它开始于一团巨大、弥散的、冰冷的氢气
云团．云团作为宇宙早期历史结束时的产物，含 25%的氦．原子是电中性的，
原子核相隔甚远，唯一起作用的力是引力，在其影响下，云团开始收缩，引力

势能减小．当云团收缩时，较多的原子将被吸向云团中心，云团中心附近的密
度和温度比外围增加得快．当温度升高时，气体开始辐射能量，很象黑体．引

力势能 U的减少伴随着动能 Ek和辐射能 Erad的增加： 

radk  +  = EEU ∆∆∆−  

当温度为 3×103K时，云团大小为 10×R final，呈暗红色．也许 106以后，温度高

达 107K，聚变反应开始，一颗星诞生了！例如，太阳中可能出现如下的“质子
－质子循环”： 

ppHe HeHe

HeHp

e +H pp

433

32

2

++→+

γ+→+

ν+→+ +

 

为了证实这一循环，可以检测这些太阳中微子是否存在，美国布勃洛克海文国
家实验室(Brookhaven National Laboratory)的戴维斯(R. Davis) 把 3.785×105 L的
C2Cl4放置在 1.6km地下的一个金矿中(约 1030个 Cl 原子)．所依据的反应是 

MeV0.814eAr Cl 37
18

37
17e ++→+ −ν  

至 1994年实验进行了 30余年，总共收集到近 2,000 氩原子．这比预期的要少．这
一令人困惑的问题被称为“太阳中微子问题”．这一问题可以用全新的“中微子
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震荡”现象来解释，即一类中微子可以变为另一类中微子．如果中微子有质量，

那么所观察到的电子中微子、μ中微子、τ中微子的弱作用本征态可以是其质量

本征态的线性组合．中微子可以在不同的本征态之间震荡[1]．小柴昌俊(M. 
Koshiba)及其合作者提议并建造了超级神冈(Super-Kamiokande)实验,其中用了 
50 000 吨的水和 10 000 多光电倍增管． 这一实验始于 1996 年,并于 1998 年首次 
给出了中微子震荡的迹象 [2] ．2002 年诺贝尔物理学奖的一半授予了戴维斯和小

柴昌俊以表彰他们在天体物理特别是宇宙中微子探测方面的创造性贡献．  
从星体核心射向表面的光辐射产生的压力使得收缩停止．于是开始出现一

个稳定期．对于质量为 m⊙的星，这一时期约为 1010 a，而对于质量 10~100m⊙

的星，约为 107 a． 
氢聚变停止后，星体进入老年期，收缩重新开始、温度上升．氦和较重的

元素的聚变依次发生，直到形成 56Fe 原子，不再有反应可以提供能量，星体死

亡．星体可以缓慢地消耗其余的能量而成为白矮星(white dwarf)，也可以收缩到

一个极其大的密度而成为中子星或黑洞．另一个前途则是在一次爆炸中放出所

有剩余的能量而成为超新星(supernova)．最近观察的超新星是 1987A[3]．历史

上最有名的超新星是 1054 超新星，在中国历史上有着丰富的记载： 

• 辛未司天盐言自至和元年五月客星辰出东方、守天关、至是没．(《宋

史·仁宗本纪》) 
• 至和元年五月己丑、出天关东南，可数寸，岁余稍没．(《宋史》卷五

十六) 
• 至和元年五月，晨出东方、守天关、昼见如太白、芒角四出、色赤白，

凡见二十三日．(《宋会要辑稿》) 

这一超新星爆炸的残迹(remnant)就是 Taurus 星座中的蟹状星云(Crab Nebula)． 

§ 31.2  白矮星 

首先将费米统计用到天体物理领域的是福勒(Fowler)．T = 0 的费米-狄拉克

分布导致的结果有 
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安德逊(1929, Anderson)和斯通纳(1929~1930, Stoner)很早就做出了相对论

能谱的结果．对于相对论费米气体，有 
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究竟费米-狄拉克分布适用程度如何呢？对于紧致星，比如说白矮星,费米能是

0.194MeV；在相对论气体的情形，费米能是 0.445MeV．在温度 108 K，热能

的量级为 kB×108 K ~ 0.0083MeV．这一数值约为 0.02 ~ 0.04EF，所以费米-狄拉

克分布适用．钱德拉塞卡于 1931~1935 年间得到了关于白矮星的完整的图像．白

矮星的质量小于钱德拉塞卡极限质量──1.4m⊙．它由 N 个核子组成，质量约

为 m = N mn．电中性要求 Ne = Np  = xN．假定成分 x~1/2．粗略地讲，它类似于

固体．但其密度很高约为 1.1×109 kg/m3，温度约 104 K．考虑半径为 R 的球状星

体，能量为 
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式中 A ~ 30．唯一的动能项属于电子，理由很

明显：电子有着小得多的质量，平均动能正比

于费米动量的平方、反比于星体半径 R的平方；

引力自能项与 R 成反比．这样能量曲线就有了

如图 31.1 所示的形状，极小值出现在 
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能够得到和地球相仿的半径 R ≈ 7.1×1031 km，从以上推导可以知道阻碍白矮星

进一步收缩的原因是电子的简并性． 
我们可以将费米能以及热能和辐射能作一估算： 
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要建立更理想的模型应该考虑密度分布．通常白矮星密度是不均匀的，中

心处的密度可高达 1011 kg/m3． 

 

图 31.1  能量曲线 
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在相对论情形下，相应的能量表达式为 
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当 N ≤ Ncr或 m ≤ mcr时，E(R) ≥ 0．否则能量为负，星体将进一步收缩．临界核
子数 N cr可计算如下： 
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临界质量约为 1.6 m⊙． 
在计算时还有一些因子没有计及，例如，密度是不均匀的．此外，电子不
是极端相对论的，动能的一般   表达式应该是 

2
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42
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22
e cmcmpc −+=ε  

在进一步的研究中热能和辐射能也应该考虑进去． 

§ 31.3  中子星和脉冲星 

当N > Ncr 时，R 越小能量越负，星体收缩．费米能按Ne
1/3比例升高．费米-

狄拉克分布将右移，且有一个高能的尾部．高能电子将引起反β衰变： 

)MeV782.0(npe −+ν+→+− Q                           (31.3.1) 
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这里电子是相对论性的，而中子是非相对论性的．仍然考虑球状星体，半径为

R，电子成分为 x，能量为 
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R 和 x 可以通过解联立方程 
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而求得．对中子星，相应于 x << 1，这时方程去耦，Rcr可以由单个方程 
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决定，而 x 可由下式决定： 
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两个不同质量中子星的半径分别为 
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太阳的半径为 7×105 km．通常中子星的质量mN ≤  2~3m⊙(奥本海默极限质量)．对
于 R = 12.6km, x = 0.005，所用近似是自洽的．中子星的密度正比于 m2： 

2
13

 ~~~ m
m
m

R
m

−
ρ                                       (31.3.7) 

计算值是 4×1017 kg/m3，类似于核物质的密度 3×1017 kg/m3.这就是中子星被称

作大核 (giant nucleus)的原因．蟹状星云中心有一颗中子星，根据超新星爆炸的
时间，可知其年龄约为 900a． 
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1967年，剑桥大学的赫维希(A Hewish)发现了周期为 1.337s的射电脉冲．周
期相当稳定，脉冲持续的时间为 0.025s．这个射电源被命名为 CP1919．这种星
体叫做脉冲星(pulsar)．脉冲星和中子星的联系是戈特(Thomas Gold)提出的．图
31.2所示为倾斜自转磁中子星模型．电子在中子星磁场的加速下发出辐射．中
子星的高速自转造成了灯塔效应．有两颗脉冲星和与超新星残迹有关：一个是
蟹状星云脉冲星，另一个为维拉(Vela)星座中的伽姆星云(Gum nebula)内的维拉
脉冲星，它们的脉冲周期分别是 0.033s和 0.089s．两者都还有可见光辐射． 

对于脉冲星的观测已经在无线电、光学、X 射线、γ 射线各个频段全面展
开．观察精度甚高，每天减慢 10–9都可以很容易观察． 
脉冲星还是引力辐射和高能宇宙射线的来源． 

§ 31.4  类星体 

1960 年代除了太阳以外普通的星体所产生的无线电波用当时的射电望远
镜尚难检测．太阳辐射所以能检验是因为太阳离地球较近．当射电天文学家开

始搜索到“针尖状”射电源时，他们感到甚为迷惑．第一个发现的是 3C48 点
源．可是没人能够弄清 3C48 谱中的谱线．不到两年，又一个点源被发现了，
它被叫做 3C273．还是没人能搞懂它的谱线．回想起来，问题在于当时大家相
信这些星是近处的，因而根本没考虑红移的可能．1963年事情有了突破，美国
加州理工大学的施密特(Maarteen Schmidt)首先发现 3C273谱中 4条主要的谱线
和氢谱线中最熟悉的 4条谱线一样，但是都发生了 16%的红移．他很快弄清了
其余谱线也都是氢谱线红移的结果(图 31.3)．短短几天之内，3C48的所有谱线
也都清楚了，它们产生了 37%的红移．从第九章我们知道 

 

图 31.2  脉冲星模型 
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这意味着 3C48以光速的 1/3离开我们．普通星体不可能有如此大的红移，于是
这些射电源被称作类星体(Quasi stellar object, QSO, Quasars)． 

宇宙学起源的红移发现为 

C
LH 0=
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存在大的红移说明类星体离我们很远：3C273约为 3×109 l.y.，而 3C48约为 5×109 
l.y.．红移最大的类星体是 OH471．它的与红移相应的距离为 16×109 l.y.，速度
为光速的 90%． 
可以说类星体是迄今观察到最远的客体，它们也是最亮的，有着极大的能

量输出．普通星在如此远的距离上根本无法观察到． 
由于淹没在 1011个普通星之中，类星体被长期忽略了．后来，天文学家意
识到他们手中应该有类星体的光学照片．最早的照片可追溯到 19 世纪 80 年
代．进一步考察发现，类星体的亮度可以在一个星期内增加 50% ~ 100%；亮度
逐周改变的情况很普遍．如果亮度是协调变化的，我们可以推断类星体的大小

不超过“光周”． 
类星体以其不大的体积──太阳系的数倍──而能有巨大的能量输出，其
机制是什么？这是摆在天文学家面前的一大难题． 

§ 31.5  黑洞和原始黑洞 

黑洞的结构是一个奇异点(或奇异环)加上视界(event horizon)．所谓视界，
对于一个球对称黑洞而言，就是以 r = rg为半径的球面．视界以内的信息无法

  

图 31.3  3C 273的光谱 

3C273 

Comparison 

400nm 500nm 600nm 

Hδ            Hγ                               Hβ 

Hδ         Hγ                         Hβ 
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传到外面来，而外面的物质和辐射却可以进入视界． 
描述黑洞的量有三个：质量、电荷、角动量． 
不带电的静态黑洞叫做施瓦氏黑洞(1916, Karl Schwarzschild)．带电的黑洞

叫做瑞思纳-诺兹忒洛姆黑洞(1916—1918, H Reissner and Nordstrøm)．当一个黑

洞带电时将会有第二视界出现．第二视界增长，外层视界萎缩．黑洞所带的电

荷可以不断增长直到两个视界合并．更多的电荷将导致两者的消失，留下光秃

秃的奇异点．旋转黑洞叫做克尔黑洞(1963, Roy P. Kerr)．克尔黑洞的奇异性是

赤道平面上的一个环． 
以下三者被认为是黑洞的候选对象： 

• HDE 226868 和天鹅座(Cygnus) X–1； 
• 圆规座 Circinus X-1； 
• 天蝎座(Scorpius)： V861 Scorpii 和 GX 339-4． 

近 20 年来，天文学家对星系中心的黑洞的探测有了较大进展．我们可以用

简单的模型来说明存在黑洞与否对其中星体的运动的影响．如果存在黑洞，那

么情况和地球绕太阳旋转差不多，我们可以用开普勒公式来计算中心质量的大

小．为了简单起见，可以假定一个圆轨道，这样中心质量就可以由 

G
rm

2v
=                                                (31.5.1) 

来计算．或者对于确定的中心质量，星体的速度与距离有关： 
21

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

r
Gm

v                                           (31.5.2) 

即越靠近中心速度越大．目前研究工作的对象距中心约为几个施瓦氏半径．由

迎着或顺着我们视线的频移，不难用多普勒公式算出星体的速度．目前所用的

是无线电波段的讯号和 X 射线讯号．如果星系中心并没有超重的质量存在，我

们可以假定一个均匀的质量分布，这样，在离中心同样距离的星体的圆周运动

由下列方程决定： 

r
m

r

mr
G

2

2

3

3
4

v
=

⋅π ρ
                                     (31.5.3) 

即 

rG
21

3
4

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π= ρv                                         (31.5.4) 

星体速度和距星系中心的距离服从与(31.5.2)式完全不同的规律．实际观测的对
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象也可以是绕着中心的气体喷注 (jet)．有的星系中心有气体和尘埃形成的盘所
围绕，盘中的水分子导致了产生极其明亮的脉塞(maser)．这种情况下观测的是
这些微波激射的速度．地面的大型射电望远镜提供了黑洞存在的有力证据．表
31.1中列出的 6个相对较近的星系的有关数据[5]． 

表 31.1 

星系 星座 黑洞质量/m⊙ 离星系中心距离 

银河中心 Sagittarius 2×106 1.0 

NGC 221   M32 Andromeda 3×106 2 

NGC 224   M31 Andromeda 3×107 3 

NGC 4258  M106 Canes Venatici 4×107 0.6 

NGC 3115 Sextans 2×109 13 

NGC 4594  M104 Virgo 5×108 58 

NGC 3377 Leo 8×107 75 

NGC 4486  M87 Virgo 3×109 60 

NGC 4261 Virgo 1×109 50 

哈勃空间望远镜(Hubble Space Telescope, HST)为以上的结果提供了进一步
的支持．例如 M87中心有 2.4×109m⊙约束在不大于 1201 l.y.的区域内．多种推
理提示这些质量处于一个黑洞内．在 NGC 3115 最里面的星体速率可高达
600km/s．如果星系的核心不是黑洞而是普通的星则逃逸速度远小于以上数值． 
又有报导[6]Cetus 中 Serfert星系 NGC1068(M77)的核心在 4 l.y.的区域内堆
积的质量约 1×107m⊙． 

*原始黑洞(Primordial black hole, mini black hole) 

1971 年英国剑桥大学的霍金(Stephen W. Hawking)提出在早期宇宙挤压条件下，所有那

些小而过分致密的物质团可被压缩而形成无数小黑洞．其实，此前苏联物理学家捷尔道维奇

和诺维可夫(Ya. B. Zel'dovich and I. D. Novikov)已经提出过类似的看法，不过是霍金的分析鼓

舞科学家认真考虑这种可能性．这些小黑洞被认为数量巨大，质量的量级约为 1012 kg，直径

只有 fm量级． 

不确定关系关联了能量和时间间隔的不确定性．按照爱因斯坦关系，也即关联了质能和

时间间隔的不确定性．对于正负对产生(pair production)， 

s107~
2

~ 22
2

e

−×∆
cm

t
h

                                     (31.5.5) 

所以在10–21s间隔内，正负电子对可以产生又消失，这在宇宙间任何地方都可以发生．质子-

反质子对也可在一定的时间间隔内产生、消失，不过时间更短而已，约为正负电子对的

1/2000．象这样的粒子对叫做虚对(virtual pair)．由于它们出现、消失的时间极短，小电场只
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在极短时间内存在，因此无法直接观察，但氢原子中的电子却可能受到影响．1947年，兰姆

和瑞瑟福(W. E. Lamb and R. C. Retherford)注意到了氢光谱的微小移动，即所谓的兰姆移

动．这为虚对的设想提供了有力的支持． 
设想在小黑洞边上出现了粒子-反粒子的虚对，由于小黑洞极小，粒子之一可能在洞内，

而另一颗被遗弃的则不得不变成现实世界中的真实粒子．对于在远处观察这一过程的人们来

说，会发现一颗粒子从黑洞而来──黑洞发射出粒子！所以黑洞不黑． 

对于普通黑洞而言，直径约为数千米的量级，而虚对的间隔是极小的，其中之一要出现

在黑洞的引力范围之外是不大可能的．所以从普通黑洞逸出的粒子是极其少的． 

视界的直径和黑洞的质量有关，质量越小，视界直径越小，黑洞引力范围也越小．小黑

洞只有质子大小，发射粒子的可能是很大的．如果我们赋予黑洞一个温度来描述这种辐射，

那么普通黑洞的温度会是很低的． 

当一个小黑洞在某一温度发射粒子和能量，其质量将减少，它的温度上升，发射更快，

质量减少也更甚．在最后的零点几秒，黑洞以惊人的γ 射线爆发形式放出它所有的质量．一

个 109 kg的原始黑洞约在 30年后完全蒸发和爆炸，所以在大爆炸(Big Bang)30年之后，只有

比之更大的才能残存． 

按照霍金的理论，小黑洞只有在大爆炸后的瞬间产生．可是我们不能排除这些黑洞极其

多的可能性．某些估算甚高，以至在我们的太阳系内就有一到两个，和其它行星、小行星

(asteroid)以及陨星群(meteoroid)一起绕太阳运动．它们的质量必须大于 4× 1012 kg．否则，它

们即使能残存，也难免完全蒸发或爆炸．霍金估计：作为能源，一个轨道黑洞可以以γ射线

变换来的微波形式提供 6 000M W的功率，相当于 6个大核电站． 

蒸发使得原始黑洞象白洞．1975 年，霍金在量子水平上证明了原始黑洞和白洞不可区

分．所以，只需说原始洞．霍金辐射的量子过程基本上是随机的．霍金表述了他的随机性原

理(randomicity principle)，它是关于我们认识现实能力的根本限制的陈述． 

爱因斯坦说过：上帝不会和宇宙玩掷骰子的．(God does not play dice with universe．) 

霍金却说：上帝不仅掷骰子，而且有时把它们掷得看不见．(God not only plays dice but also 

sometimes throws them where they cannot be seen．) 

习    题 

31.1. (a)对质量为 m⊙的白矮星，计算在费米面电子的德布罗意波长．(b)假定星体是由铁

原子组成，且具有均匀密度，计算原子间距并与电子德布罗意波长作比较．由此可得出什么

结论?电子能“看见”铁原子晶格吗?它们是否容易被原子散射? 

31.2. 考虑质量为 1.5 m⊙的星球．假定它有着太阳相同的半径(7×105 km)和相对均匀的密

度．绕轴旋转的角速度为每年一转．如果塌缩过程中角动量守恒，最终的角速度是多少?其

数量级是否适合中子星?估算中有哪些误差，它们如何影响最后的结果? 

31.3. (a)计算质量为 2.0 m⊙的中子星内中子的费米能．(b)求平均中子能量．(c)求中子的

总能量．(d)计算中子星的总引力势能．(e)引力势能来自原来星体的塌缩．其中只有部分变
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为中子的动能，问多少终止于中子?其余到哪里去了? 

31.4. 求质量为 1.5m⊙倍的中子星中中子的费米能．是否可以用非相对论运动学描述其运

动? 

31.5. 求质量为 1.80m⊙的中子星中费米面上中子的德布罗意波长．将其与中子间距离作

比较．中子是否可以“看见”彼此的德布罗意波?它们是否被中子的晶格所散射? 

31.6. 质量为 2.00m⊙的中子星以 1 r/s的速率旋转．(a)中子星的半径是多少?(b)假定其密

度是均匀的，求转动惯量和角动量．(c)求其旋转动能．(d)如果其旋转速率每天损失 10–9，

求每天旋转动能的损失．(e)假定全部能量损失都进入辐射，求辐射功率． 
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第三十二章  物理宇宙学 

宇宙学是物理定律在宇宙大尺度上的应用，涉及到的物理分支有相对论、

统计物理、量子力学、核物理、粒子物理等等，所要研究的是宇宙整体的性质、

结构、运动和演化． 

§ 32.1  基本事实和宇宙学原理 

越来越多的事实表明宇宙在大尺度上是均匀的、各向同性的．在宇宙学的

研究中，通常把 

• 大尺度均匀性 
• 大尺度各向同性 

两个假定作为工作假说．英国天文学家麦林(Edward Arther Milne)将其称之为宇

宙学原理(Cosmological Principle, CP)．这一原理有下面两个重要引理： 
(1) 天体的速度正比于它的距离．在图 32.1

中，在 P'点的天体相对于 A 点的速度应当和在

P 点的天体相对于 B 点的速度一样，即， 

( ) ( )tt B
B

B
A ,, rr vv =        (32.1.1) 

P 点相对于 A 点的速度可以写作 B 点相对于 A 
点的速度加 P 点相对于 B 点的速度： 

( ) ( ) ( )ttt B
B

BA
A

A
A  , , , rrrr vvv +−=              (32.1.2) 

从(32.1.1)式和(32.1.2)式，我们有 

rr ⋅= )() ,( tftv                      (32.1.3) 

式中的函数 f (t) 决定了宇宙的行为： 

0)( >tf ，          膨胀 
0)( <tf ，          收缩 
0)( =tf ，          静止 

(2) 存在宇宙时间，即存在遍及宇宙的时间序列．人们可以用某一发育阶段

的密度来定义这一时间． 

 

图 32.1 

PP'

A B 

rA
rB 

rAB 
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哈勃发现远处的星系的退行速度 v 与其距离 r 有关： 

r⋅= 0Hv                        (32.1.4) 

这就是哈勃定律(1929)的表达式，式中 H0 是哈勃常量． 
11

0 Mpcskm100~50 −− ⋅⋅=H                              (32.1.5) 

哈勃定律间接地证明了宇宙学原理． 
图 32.2 中显示了四个星系的光谱．越是远的星系红移越大，退行速度也越

大．左边为星系所在的星座，中间数字为距离，右边数字为退行速度．右边每

一组照片中都有三组光谱线，上下为比较谱线而中间是来自星系的谱线．中间

谱线最明显的是钙的 H+K．这两条谱线均有箭头指出．推算速度所用的哈勃常

量为 50km⋅s–1⋅Mpc–1．早些时候，哈勃常量高达 540km⋅s–1⋅Mpc–1．按照这个数

值，推算出的宇宙的寿命比地球的寿命要短(地球寿命是根据 235U 和 238U 的相

对丰度计算出来的)．后来哈勃常量值越取越小，上述数十年间此常量的变化是

对现时值的观测、计算越来越准确的缘故．1994 年根据哈勃空间望远镜观测结

果，可以推得： 

 

图 32.2  四个星系及其光谱(Hale 天文台) 

 Boötes          780Mpc                 39 000 km/s

 Hydra           1220Mpc               61,000km/s 

 Virgo              24Mpc                   1200km/s 

 Ursa Major   300Mpc                 15 000 km/s 

H + K
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 Mpcskm1.1780 11
0

−− ⋅⋅±=H  

1996 年报导的值为 64km·s–1·Mpc–1 (Riess, Press, Kirshner) ．哈勃常量本质上是

时间的函数．容易看出 H0 的量纲是 T–1，其倒数应该是宇宙问题的时间尺度．

*与上面提到的哈勃常量的几个值相对应的时间尺度为多大？据此对宇宙的年龄可以作怎样

的评论？ 

宇宙间的微波背景辐射[5](microwave background radiation) 
1965 年，潘齐亚斯和威尔逊(Arno A. Penzias & Robert W. Wilson)发现空间

存在着微波噪声： 

• 波长为λ = 7.35cm； 
• 各向同性； 
• 微波辐射谱为 3K(目前最好值为 2.7K)温度的普朗克分布． 

他们和普林斯顿大学以狄克(Robert Dicke)为首的科研组很快认定这些微波噪声

是来源于早期宇宙的辐射．这种辐射的存在是现存最强的例证，宇宙是从密度

和温度比现在高得多的状态膨胀而来．它也是宇宙在大尺度上是近乎均匀和各

向同性的最好例证．潘齐亚斯和威尔逊由于他们这一发现而获 1978年诺贝尔奖．

2006 年诺贝尔奖被授予马瑟和斯莫特以表彰他们发现宇宙背景辐射的基本形

式及其各向小变化．他们通过 COBE 卫星作的非常细致观察对现代宇宙学发展

为精确科学起了重要作用． 
有限和无限宇宙模型 

似乎有很多显然的理由责难各种有限模型．例如： 
• 如果宇宙是有限的，边界何在？边界之外又是什么？ 
• 宇宙中心在哪里? 

事实上，这些问题都涉及到拓扑概念．例如莫比

乌斯带(Møbius strip)(图 32.3)就是有限而没有边

界的东西． 
其实，诘难无限模型的例子可能更多．下面

就是最著名的两个： 
(1) 奥勃斯佯谬(1926, Olber's paradox) 
对于均匀、无限、静态的模型，来自星体的

光强应为 

rnr
r

LI d 4
4

2

0
2 π×

π
= ∫

∞

          (32.1.6) 

式中 L 是发光度，而 L/(4πr 
2)是光通量密度．这与黑夜天的事实相矛盾，实际

上黑夜天对宇宙模型加上了约束．我们可以从以下两方面来解释黑夜天现象． 
 (a) 从质能关系和斯特藩-玻耳兹曼定律: 

 

图 32.3  莫比乌斯带 
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4
 

   
4

2

c
T

uc
σ

ρ ==                                          (32.1.7) 

可以根据宇宙空间的物质密度，算得 T 约为 20K，远未达到发光的温度．(b) 考
虑到星体的自遮挡，远眺距离(lookout distance)为星体平均占据体积 V 除以截
面积 a： 

l.y.1023=/aV  

而发光寿命仅有τ = 1010a，即光尚未传很远，星体已经“黯然”了． 
(2) 塞令格佯谬(1894, Seelinger paradox)  
根据牛顿力学，可以得到引力的高斯定律： 

m
G

−=⋅
π ∫ Sg d

4
1

                                       (32.1.8) 

通过关系 g = –∇φg 引入势函数，则引力势满足： 

ρφ G 4g
2 π=∇                                          (32.1.9) 

对于无限宇宙，即使密度均匀ρ = ρ0 =C，引力势φg却不是常量．这就出现了不
自洽问题．至此我们至少可以得到结论：在牛顿力学范围内，无限模型遇到了

困难．也可以说牛顿力学在计算水星近日点进动遇到本质困难以后，在宇宙学
问题中它再次显现出了固有的局限性． 

§ 32.2  基本概念 

宇宙的均匀性和各向同性只在大尺度上(比如说 10pc)来说是正确的．为了
研究大尺度问题，我们用假想的均匀物质来代替宇宙间的物质，并称之为宇宙

物质(substratum)或宇宙流体元．宇宙物质是均匀的、各向同性的，类似的抽象
方法在物理学的很多分支中采用得相当广泛，例如： 

• 核物理中将核子抹平为核物质； 
• 在非涡流中，流体分子用流体元来代替； 
• 晶体中的离子用均匀正背景来代替(凝胶模型)． 

基本观察者(fundamental observer)  相对于宇宙物质静止的观察者为基本观
察者．相对于宇宙物质静止的质点为基本质点．此后，我们就大尺度事件提到
星系或星云时，实际上我们指的就是基本质点． 
共动坐标(co-moving coordinates)  我们可以赋予宇宙物质无量纲坐标(σ)，
从而通过下式来测量距离 r： 

σ)(tRr =                                                (32.2.1) 
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式中 R(t)叫做标度因子，它是宇宙时的函数．事实上，对一定的宇宙物质而言，

σ 是一种固定的标签． 
我们知道惯性质量和引力质量是等价的 ： 

12

g

i 101 −±=
m
m

 

这导致爱因斯坦思考引力和加速度的等价性，并提出等效原理(Equivalent 
principle)： 

• 不能通过任何实验在小的空间区域内区别开引力场与相当的匀加速度

的效应． 

局部惯性系(local inertial frame) 
在等效原理中涉及的空间小区域的限制是必要的．比较图 32.4 中物体在引

力场中以及在加速火箭中的情况就会认识到，只有在小范围内引力和加速度产

生的效应才可能相当．所谓的小范围常常指质

心附近．在 mi = mg的条件下，对自由下落实验

室，有 

ext

ext

Fa
g

Fga

=′
−=′

+=

m
aa

mm
 

我们称它为局部惯性系． 
牛顿的惯性系与局部惯性系在以下诸方面有着本质的不同： 

• 牛顿惯性定律中的“不受外力作用”是不现实的．引力到处存在． 
• 牛顿定律不能证明为什么惯性系是如此之特殊、超越．牛顿需要一个不

被物质影响的“绝对空间”． 
• 牛顿的惯性系可以很大，甚至大至整个空间． 

• 不可能通过参考系变换全部消去

两个物体之间的相对加速度． 

下面考察 3 个参考系(图 32.5)：(a)相
对于光源静止、(b)有垂直方向的匀速度 v、
(c)有垂直方向的匀加速度 a．在 3 个参考

系中的观察者对入射光有各自的看法：(a)
是直线；(b)是与入射方向成 arctan (v/c) ~ 
v/c角度的直线；(c)是抛物线．如果等效原

理适用，则光线在引力场中传播可相当于

 

图 32.4  引力和惯性力 

 

(a)                   (b)                  (c) 
图 32.5  三个参考系 

v a 

g 
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在加速参考系中传播，也应该弯曲，也就是说光线不再沿直线传播．问题的关

键是，光是否沿两点之间的最短距离行进——不管路径是直线与否，否则当其

他物体沿最短距离运动时可花费较短的时间，从而出现超光速现象！这是狭义

相对论所不允许的．因此光线运行的曲线必须是最短距离——短程线(geodesic)．
直线是短程线的情形只发生在欧几里德几何．短程线不是直线的情况在曲面几

何中是很平常的事．例如，在球面上短程线是大圆上的弧．由此看来，只可能

是引力场造成了这种弯曲，或者说是物质的存在造成了这种弯曲． 
下面的例子将向我们展示,由于质量的存在——引力场的存在，物体的运动

将发生的变化．当图 32.6 中小球从 A 点向 B 点以速度 v 匀速运动时，用牛顿力

学的语言描述就是 
txx A v−=  

按照第九章相对论中的做法，时空间隔 ds 可以通过

下式定义： 
2222 )d()d()d( txs v−=                                    (32.2.2) 

小球运动的轨迹正是时空间隔为零的点组成的短程线，其世界线如图 32.7(a)所
示．当在坐标原点有一质量为 m' 的物体时，我们有运动方程： 

22

2

d
d

x
mmG

t
xm

′
−=                                         (32.2.3) 

由此，可以写出与前一情形相对应的方程： 
32

23 2
2
3

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′−= tmGxx A                                  (32.2.4) 

222 )d(2)d()d( t
x
mGxs

′
−=                                 (32.2.5) 

图 32.7(b)中的曲线正是时空间隔为零的短程线．这说明物体 m'的存在造成了时

空的弯曲．由此看来，事关重要的是时空的曲率而不再是引力场强度了．时空

 

图 32.6 

 
(a)                                                 (b) 
图 32.7  匀速和加速运动的世界线 

B A 

B

A

t 

x

t 

x

A

B
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几何结构由度规(metric)来描述，下一节将对此作详细讨论． 
*广义相对论是经典理论．在奇点附近，必须考虑量子效应． 

§ 32.3  弯曲时空和度规 

二维弯曲“空间”  首先考虑图 32.8 中 P 点的曲率.令 r 为绕 P 的圆的半

径 (r → 0)，弧长 
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⎠
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⎠
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L
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6
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!3
 sin  arc

Krr

R
rr

R
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φφη
 

圆周长为 

L

L

+
π

−π=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−π=π=

3

3

3
 2

6
1 22

Krr

KrrC ρ
 

面积为 

∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−π==

r

KrrrCA
0

42

12
1d L  

对于球面的情形，式中 K = 1/R 
2．在一般的情况

下, 

4

2

030

 lim122lim3
r

Ar
r

CrK
rr

−π
π

=
−π

π
≡

→→
                       (32.3.1) 

在“平直”空间，K = 0． 
现在我们讨论邻近点之间的距离．在一平面里，有 

2
2

2
1

222 )d()d()d()d()(d xxyx +≡+=l                        (32.3.2) 
最后的表达式可写为 

( ) νμνμ xgx
x
x

xx dd
d
d

10
01

dd
2

1
21 ≡⎟⎟

⎠
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{ } ⎟⎟
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⎜⎜
⎝

⎛
=

10
01

μνg                                           (32.3.3) 

式中 gμν是度规张量或度规{gμν}的元素．我们说上述度规对应的空间是平直的

或欧几里德空间． 

 

图 32.8  二维空间 

R

φ 

η 
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P
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对于球面上的点(图 32.9)，有 

2222

2222 )d()d()d()(d

Rzyx

zyx

=++

++=l
 

利用变换关系： 

ϕϕρρϕϕρ
ϕϕρρϕϕρ

dcosdsindsin
dsindcosdcos

+==
−==
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xx

 

式中 ρ 是相应的(平直)二维半径，有 
222  Rz =+ρ  

于是 

2 2

2 2 
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            (32.3.4) 

同上可得： 

{ } ( )ϕρ
ρ

ρμν dd  , dd     
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1
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−= xxKg   (32.3.5) 

这里球面上的间隔用平直二维几何中相应的量来表示．上面考虑的圆周是2πρ ，
而在表面上“半径”为 r．对于一般曲面来说 K 不一定等于 1/R2，或者说 R 本

身是变的．在这种情形下，利用度规，有 

R
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Rr
r ρ

ρ
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ρ

arcsindd
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图 32.9 
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面积为 
( )
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总面积为 
( ) 242 RRAA π=== ρ  

对于三维情形，也可依此求得有关的结果．对于三维平直空间，间距的平方为 
2222222 )(d sin)(d)d()(d ϕθθ rrr ++=  

对于弯曲空间，我们可以利用一系列的同心球面而得到 

2 222 2
2

2
2 )(d sin)(d

1
)(d)(d ϕθθ rr

Kr
r

++
−

=                    (32.3.6) 

如果 K 是一个常量，则空间是均匀的和各向同性的．应该注意 r 的意义，在两

点(r, θ, ϕ) 和 (r + dr, θ, ϕ) 之间的距离是 21d Krr −  而不是 dr．表 32.1，列出了

二维与三维空间各量的对应关系． 

表 32.1  弯曲和平直空间 

  弯曲空间 平直空间 

圆半径  r ρ 

空间间隔 
0d;

1

dd
2

=
−

= ϕ
ρ

ρ

K  
dρ 2D 

圆周长 ⎟
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⎞

⎜
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⎛ +−π 3

6
12 Krr

 
2πρ 

球半径 R r 

空间间隔 0dd;
1

dd
2
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−

= ϕθ
Kr

r

 
dr 3D 

球面积 见下例 24 rπ  
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球半径 

( )
⎩
⎨
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=⎮⌡
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== ∫ 0,

0,
  arcsin1
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0 0
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如果 K < 0，结果怎样？ 
例：求面积和半径之间的关系．对不同的 K (包括 K < 0)进行讨论． 
解：利用上面给出的结果，可知 

( ) 2
2 sin4 4   ,0

⎥
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⎢
⎢
⎣

⎡
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RKrAK  

通过求导 

( )RK
R
A 2sin0 ==

∂
∂  

可发现，当 RK  = π / 2 时有 

K
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4
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22  4 4   ,0~ RrAK π≈π=  
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⎛π

=< RK
K

AK 2sinh4   ,0  

对于四维时空，我们有闵可夫斯基度规(Minkowski metric)． 该时空的度规

用来表达邻近事件的时空间隔．在狭义相对论中， 时空是平直的，有 
222222 )(d)d()d()d()(d tczyxs −++=  

定义 x1 = x, x2 = y, x3 = z, x4 = it，则有闵可夫斯基度规： 
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c

gμν                                    (32.3.7) 

在§ 4.3中讨论的引力红移现象可以认为是时间测量的非欧几何效应．由狭义相

对论和牛顿引力所得的结果，正好与rg <<R条件下的广义相对论所得结果相一致． 

§ 32.4  引力场方程 

爱因斯坦场方程(Einstein field equation) 就其本质而言，可以写成 

( ) ( )质能密度时空曲率 4

8
c

Gπ
=                               (32.4.1) 
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爱因斯坦为我们提供了非常漂亮的引力理论．引力的效应完全用时空结构来表

示．*完整的方程是 

[ ] μνμνμνμν Λ T
c

GgRgR 4 
 8 

2
1 π

=+−  

其中Λ是爱因斯坦宇宙常量．下面介绍两个著名的解． 
施瓦氏解(1916) 实际上给出了一个球对称、非转动质量 m 周围的度规： 

[ ] 2
2

22222

2

2
2 )d(21)(d sin)d(
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rc
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⎞
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⎛ −−++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

= ϕθθ  (32.4.2) 

上式适用于像地球和太阳那样的天体．这个解可以用来决定行星运动，起到牛

顿定律的作用．它常常用来研究一类黑洞．式中的 2 G m/c2 ≡ rs称为施瓦氏半径

或引力半径．从(32.4.2)式我们看到，如果 rs → 0，施瓦氏度规简单地退化为平

直时空．这种情形通常称为弱引力场(见§ 4.2)．上述趋向于零的量实际上就是 
(逃逸速度/光速)2. 于是我们知道在地球和太阳表面，场是弱的．如对于地球，

比率是 10–8.9，而对太阳约为 10–5.4．对于中子星，逃逸速度可以高达光速的 2/3．
这意味着中子星的比率约为 10–1．这个比率也给出了时空曲率的数量级．换句

话说，引力越强则曲率也越大．在比率等于 1 的情形，我们有 

2
2
c
Gmr =                                                (32.4.3) 

这种对象叫做黑洞．对于宇宙，比率也等于 1． 
施瓦氏解也被用来计算太阳对星光的偏转——这是对广义相对论的主要检

验之一．从等效原理，我们知道在引力场中光线会被偏转．下面我们主要讨论

牛顿力学的结果并给出广义相对论的结果．牛顿力学的结果早在 1801 年就由索

讷 (Soldner) 算过，轨迹是双曲线．(4.4.22) 式给出了能量为 E、质量为 m 的质

点，以碰撞参量 b 掠过质量 m'时的偏转为 

Eb
mGm

Eb
k

222
tan

′
==

ϕ
 

按照狭义相对论，光子有一个有效质量 hν /c2．式中 2E = mv 0
2代以 mc 

2 = hν．
于是掠过太阳的光线的偏转可以表达为 
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ϕ                            (32.4.4) 

最后偏转角为 0.87"，而广义相对论的结果是上述结果的两倍．自 1919 年起，
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几乎每一次日全食时都重复进行实验．实验结果与广义相对论理论预言的符合

在 10%以内． 
我们不再进一步讨论广义相对论，而集中于宇宙模型．宇宙模型很多．例

如，爱因斯坦于 1917 年提出过一个静态模型．他在他的场方程中加了一个常量

Λ．哈勃的发现表明我们的宇宙正在膨胀！爱因斯坦震惊了——他称加入常量Λ
是他一生中最大的失策(blunder)．苏联数学家弗里得曼[6] (Friedman)为大多数近

代宇宙模型提供了数学背景．他令Λ = 0．然而事情并不那样简单，因为Λ ≠ 0
并不违背任何基本原理！ 

*邦代等人[7] (Bondi, Gold, and Hoyle) 曾提过稳定模型(steady model) 和完美宇宙原理

(Perfect Cosmological Principle, PCP)． 
至今广为接受的是标准模型或所谓“大爆炸”模型("Big Bang" model)．按

照这一模型，宇宙从原始火球(primary fire ball)的爆炸开始，然后稳定地膨胀． 
对于各向同性、均匀、膨胀宇宙，有罗伯逊-沃克度规(1935, Robertson- 

Walker metric)： 

( ) [ ] 222222
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其中曲率K = k /R 2( t )，曲率指数k = 1, 0, –1 ；而σ = r /R( t )． 
现在从罗伯逊-沃克度规出发，来讨论宇宙学红移(Cosmological redshifts)

问题．光信号沿短程线传播，故令ds = 0 ，有 
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根据信号传播方向选择符号并积分，有 
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红移通过下式定义： 
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z =+                      (32.4.9) 

在to – te << H0
–1的近似下，可以展开 +−+≈ ))(()()( oeooe tttRtRtR ，从而得

到 
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DHtt
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至此，我们总共讨论了三种红移：引力红移、多普勒红移和宇宙学红移． 
在各向同性、均匀空间，爱因斯坦场方程退化为两个简单的微分方程： 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

π
−= R

c
pGRR Λρ

3
13

3
4

2                                            (32.4.10) 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡+−

π
= 2222
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8 RkcRGR Λρ

                                  (32.4.11) 

后面我们将解其中的第二个方程． 

§ 32.5  标准宇宙模型的动力学 

罗伯逊-沃克度规提供了在均匀、各向同性、膨胀宇宙中(σ, θ, ϕ, t) 和(σ + dσ, 
θ + dθ, ϕ + dϕ, t + dt)之间的时空间隔，其中有两个参数待定：一个是标度因子

R(t)，另一个是曲率指数 k．现在我们讨论宇宙的演进，即 R 的变化． 
根据牛顿定律，在 x 处的星系(图 32.10)的运动方程为 

2

g
3

g
3
4

x

mx
Gxm

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

−=
ρ

               (32.5.1) 

注意到 

mx =π ρ3 
3
4

 

 

图 32.10 

mg

x 
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为常量，我们可以积分方程而得到： 

CxGx +
π

= 22

3
 8 ρ

&                    (32.5.2) 

引入共动坐标σ， x ≡ R( t )σ ，我们有标度因子 R( t )所满足的方程： 

CRGR ′+
π

= 22

3
8 ρ&                    (32.5.3) 

在广义相对论中，对应的方程是 

222

3
8 ckRGR −

π
=

ρ&                   (32.5.4) 

两者的差别在于“积分常量”：在牛顿力学中有任意常量；在广义相对论中是曲

率指数和光速平方的乘积． 
这里有三个常用的参量： 

)T(dim 1−== H
R
RH
&

量哈勃参                          (32.5.5) 

)1(dim2 =−= q
RH

Rq
&&

减速参数                          (32.5.6) 

( )q
H
G

=
π

= 23
4 ρσ密度参数                                   (32.5.7) 

对于p = 0 [零压宇宙，见(32.4.10)式]，σ = q．利用这些参数，可得 

3
0

2
00

3
0

2
00 2

0

3
0

0 3

2

3
 42

3
8

3
8

RHq

RH
H

GRGRG

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
=

π
=

π ρρρ

         (32.5.8) 

其中下标 0 代表现在．(32.5.4)式可以重写为 

23
0

2
00

2 12 ck
R

RHqR −=&                                    (32.5.9) 

而 kc 
2当然也是常量： 

( ) ( ) 2
0

2
00

222 1212 RHqRHqkc −=−=            (32.5.10) 

于是我们有以下的对应关系： 

21         1
21          0
21     1

>+=
==
<−=

qk
qk
qk

                                     (32.5.11) 
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我们从下面的方程出发，来讨论宇宙的年龄和演进： 

( ) 2
0

2
00

3
0

2
00

2 1212 RHq
R

RHqR −−=&                        (32.5.12) 

以 R0 、 H0
 –1为单位度量 R、 t，我们有 

( )0
02 212 q

R
qR −+=&                                    (32.5.13) 

对于不同的 q0值，结果分别如下：对 q0 = 0 

tRR ==    ,1&                                           (32.5.14) 

量纲形式为 R = H0 t R0，年龄 t = H0
 – 1．对 q0 < 1/2 

finite     ,)0(, 2 RRR && >∞→                    (32.5.15) 

这意味着是一个开放宇宙．对q0 = 1/2, 

∫∫ ==
tR

tRR
R

R
11

2 dd   ,
1&  

1
0age

32

3
2

      ,
3
1

2
3 −=














 −= HttR                        (32.5.16) 

这是开放宇宙的边界．对q0 > 1/2 

0   ,
12

2

0

0
max =

−
== R

q
q

RR &                      (32.5.17) 

这意味着一个闭合宇宙．图32.11给出了以上求得的三种结果．  

 

图 32.11  宇宙的演进 

现在 

t 

R(t) 
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在起始点， 

0)(

0
→

R
tR

 

记住标度因子的定义 R = R (t)⋅σ ．共动坐标仍然可以有结构． 
临界密度ρcr可以定义如下： 

开宇宙闭宇宙；   ,<        ,> cr0cr0 ρρρρ  

在(32.5.8)式中设 q0 = 1/2, ρ0 =  ρcr 容易算得 

 cmg1006.1
8
3 329

2
0

cr
−×=

π
=

G
H

ρ                          (32.5.18) 

代回(32.5.8)式可得恒等式 

cr

0
0 2ρ

ρ
=q                                              (32.5.19) 

给出了q0和ρ0之间的关系．实践上，观测提供给我们的结果是相互矛盾的．关

于q 的一些结果为 

2~1          alet  Baldwin
1          alet  Davidson

1.5~0.9          alet  Fang
1.4          alet  Qu

 

但是关于密度的观测结果却是ρ  << ρcr．根据可见星系，我们估计物质密度为 

 cmg103 331−×=ρ  

一定存在某些未检测到的物质──暗物质(dark matters)[14]．为了检测反物质和

暗物质，巨大的合作项目α 磁谱仪──AMS(alpha magnetic spectroscopy)正在实

施．微波背景辐射贡献的能量密度 0.25eV/cm3相当于质量密度 4×10–34g/cm3．大

爆炸留下的中微子温度约 2K，其数密度大致与微波光子相仿．通常假定中微子

静止质量为零．但是 10eV 这样的数值是在实验的上限之内的．如果这样，则

中微子对密度的贡献就超过了临界密度，即是说中微子提供了遏止宇宙膨胀所

必要的引力吸引． 
NASA 曾经这样对公众介绍了什么是暗能量： 
上世纪90年代的里程碑式的发现是宇宙膨胀在加速．这个对抗引力的神秘

力之源被称为“暗能量”．通过最近的宇宙膨胀测量天文学家发现爱因斯坦的“失

误”不是失误：某些形式的暗能量事实上在宇宙质能中是主要内容，其不可思

议的排斥正把宇宙拉开．我们还不知道早期的宇宙暴涨和现在的加速膨胀是否

有关联． 
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§ 32.6  宇宙学的进展 

1990 年森诺维拉(J. M. M. Senovilla)[15][16]发现了爱因斯坦场方程新的一类

解．虽然从场方程的解到宇宙学还有相当远的距离，但大爆炸不再是数学上必

须的了．据认为这一点在数十年间将受到持续的欢迎． 
由于 GUT 的发展，推动了宇宙学的进展．宇宙暴涨(inflationary universe)

模型[17]认为在最初的 10–35 s 宇宙开始暴涨．假定了这是一种特殊的相变，持续

时间为 10–32 s，宇宙体积增长 10100倍． 
图 32.12 显示了标度因子 R 随时间的变化．这一

模型可以对以下几个问题作出较满意的解释．(1)已经

提到过为什么我们没有找到磁单极的问题．(2)宇宙学

原理(大尺度均匀性和各向同性)实际上是一个悬而未

决的问题，由于信息传递速度的限制，根据标准大爆

炸理论，广袤的宇宙的各部分能如此均匀是十分奇怪

的；而暴涨理论主张暴涨前可见宇宙比一个质子还要

小，这就从理论上提供了宇宙各部分之间“构通信息”

的可能．(3)理论认为宇宙非常接近临界状态(q ~ 1/2
或 ρ  ~ ρcr)，但无法确定究竟在哪一边．暴涨理论的发展最终取决于 GUT 的发

展． 

习    题 

32.1. 利用哈勃定律估算 590.0 nm 钠线的波长．假定它们是分别从离我们(a)1.0×106 l.y.、 
(b)1.0×108 l.y.、(c)1.0×1010 l.y.的星云发射来的． 

32.2. 求 2.7 K 黑体辐射的峰值的波长． 
32.3. 可见光光子的能量约 2~3 eV．(a)计算 2.7 K 背景辐射在这一区间的光子数密度．眼

睛是否可以看见?(b)假定眼睛可以检测到光子数密度 100/cm3．在什么温度时背景辐射是可

见的? 
32.4. 氰(cyanogen, CN)的第一转动态是在基态以上 4.7×10–4 eV．计算 T = 2.7 K 时基态和

头 3 个旋转态的相对概率． 
32.5. 哈勃常量数可低至 50 km⋅s–1⋅Mpc–1或高至 100 km⋅s 

–1⋅Mpc 
–1.对这两个极端值计算

闭宇宙所需要的临界密度． 
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A  常用物理常量（1998年推荐值） 

物  理  量 符  号 数  值 单位 
相对 

不确定度 

真空光速 c 299 792 458 m s–1 (精确) 

真空磁导率 µ0 4π×10–7  N A–2 (精确) 

介电常数 ε0 8.854 187 817L×10–12  F m–1 (精确) 

引力常量 G 6.673(10) ×10–11 m3 kg–1s–2 1.5×10–3 

6.626 068 76(52) ×10–34  J  s 7.8×10–8 
h 

4.135 667 27(16) ×10–15 eV⋅s 3.9×10–8 

1.054 571 596(82) ×10–34  J s 7.8×10–8 
普朗克常量 

h 
6.582 118 89(26) ×10–16  eV⋅s 3.9×10–8 

普朗克质量 mp 2.176 7(16) ×10–8  kg 7.5×10–4 

普朗克长度 lp 1.616 0(12) ×10–35 m 7.5×10–4 

普朗克时间 tp 5.390 6(40) ×10–44   s 7.5×10–4 

 
阿伏伽德罗常量 NA 6.022 141 99(47) ×1023 mol–1 7.9×10–8 

1.660 538 73(13) ×10–27 kg 7.9×10–8 
原子质量单位 u 

931.494 013(37) MeV 4.0×10–8 

摩尔气体常量 R 8.314 472(15) J mol–1 K–1 1.7×10–6 

1.380 650 3(24)×10–23 J K–1 1.7×10–6 
kB 

8.617 342(15)×10–5 eV K–1 1.7×10–6 

kB /h 2.083 664 4(36)×1010 Hz K–1 1.7×10–6 
玻耳兹曼常量 

kB /hc 69.503 56(12) m–1 K–1 1.7×10–6 

摩尔体积(STP) Vm 22.413 996(39)×10–3 m3 mol–1 1.7×10–6 

斯特藩-玻耳兹曼常量 σ 5.670 400(40)×10–8 W m–2 K–4 7.0×10–6 

 
电子伏 eV 1.602 176 462(63) ×10–19 J 3.9×10–8 
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标准大气压 atm 101 325 Pa (精确) 

 
标准重力加速度 gn 9.806 65 m s–2 (精确) 

 
基本电荷 e 1.602 176 462(63)×10–19 C 3.9×10–8 

磁通量子h/2e Φ0 2.067 833 636(81)×10–15 Wb 3.9×10–8 

电导量子2e2/h G0 7. 748 091 696(28) ×10–5 S 3.7×10–9 

约瑟夫孙常量2e/h KJ 483 597.898(19)×109 Hz V– 1 3.9×10–8 

冯可里青常量h/e2 RK 25 812.807 572(95) Ω 3.7×10–9 

 

927.4 00 899(37) ×10–26 J T – 1 4.0×10–8 
玻尔磁子 µB 

5.788 381 749(52)×10–5 eV T–1 7.3×10–9 

5.050 783 17(20)×10–27 J T – 1 4.0×10–8 
核磁子 µN 

3.152 451 238(24)×10–8 eV⋅T– 1 7.6×10–9 

α 7.297 352 533(27) ×10–3  3.7×10–9 
精细结构常数 

α –1 137.035 999 76(50)  3.7×10–9 

R∞ 10 973 731.568 549(83) m–1 7.6×10–12 

R∞c 3.289 841 960 368(25) Hz 7.6×10–12 

2.179 871 90(17) ×10–18 J 7.8×10–8 
里德伯常量 

R∞hc 
13.605 691 72(53) eV 3.9×10–8 

玻尔半径 a0 0.529 177 2083(19)×10–10 m 3.7×10–9 

 

9.109 381 88(72)×10–31 kg 7.9×10–8 

5.485 799 110(12)×10–4 u 2.1×10–9 电子质量 me 

0.510 998 902(21) MeV/c2 4.0×10–8 

康普顿波长 λC 2.426 310 215(18)×10–12 m 7.3×10–9 

经典电子半径 re 2.817 940 285(31)×10–15 m 1.1×10–8 

µe –928.476 362(37)×10–26 J T – 1 4.0×10–8 
电子磁矩 

µe  / µB –1.001 159 652 1869(41)  4.1×10–12 
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1.883 531 09(16)×10–28 kg 8.4×10–8 

0.113 428 9168(34) u 3.0×10–8 µ子质量 mµ 

105.658 389(34) MeV/c2 4.9×10–8 

µ子电子质量比 mµ / me 206.768 2657(63)  3.0×10–8 

 

3.167 88(52)×10–27 kg 1.6×10–4 

1.907 74(31) u 1.6×10–4 τ子质量 mτ 

1 777.05(29) MeV/c2 1.6×10–4 

 
1.672 621 58(13)×10–27 kg 7.9×10–8 

1.007 276 466 88(13) u 1.3×10–10 质子质量 mp 

938.271 998(38) MeV/c2 4.0×10–8 

质子磁矩 µ p  / µN 2.792 847 337(29)  1.0×10–8 

1.674 927 16(13)×10–27 kg 7.9×10–8 

1.008 664 915 78(55) u 5.4×10–10 中子质量 mn 

939.565 330(38) MeV/c2 4.0×10–8 

中子磁矩 µ n  / µN 1.913 042 72(45)  2.4×10–7 

3.343 583 09(26)×10–27 kg 7.9×10–8 

2.013 553 212 71(35) u 1.7×10–10 氘核质量 md 

1 875.612 762(75) MeV/c2 4.0×10–8 

参 考 文 献 

Peter J. Mohr and Barry N. Taylor, CODATA Recommended Values of the 
Fundamental Physical Constants: 1998,  Journal of Physical and Chemical Reference 
Data, Vol. 28, No. 6, 1999 and Reviews of Modern Physics, Vol. 72, No. 2, 2000. 
 



B  单摆和雅可比椭圆函数 

单摆的运动方程为 

l
&& g

== 2
0

2
0        ,0 sin + ωθωθ                               (B1) 

一次积分将导致能量守衡: 

H =cos 
2
1 2

0
2 θωθ −&                                            (B2) 

常量 H 乘以 ml2就是能量，其中选水平位置作为势能零点．对方程的进一步求

解需要用到雅可比(Jacobean)椭圆函数. 
对于关系式 

u
k

 =  d

1 sin2 2
0

θ

θ

ϕ

−

⌠

⌡⎮
                                            (B3) 

可定义下列三类雅可比椭圆函数: 

ϕ

ϕ
ϕ

sin1),(Dn

cos),(Cn
sin=),Sn(

2kku

ku
ku

−=

=
                    (B4) 

下列泛函关系也要用到: 

))Dn(Cn( = 
d

)dSn(

),Sn(  = 1  ,Sn
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u
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kuk
k

ku ⎟
⎠
⎞
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                                          (B5) 

(B2)式可以改写成标准形式: 

2
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2
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22
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于是 

t
k

u 0
1= ω  
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





= kt

k
,

1
Sn

2
sin 0ω

θ
                     (B7) 

作代换 K = 1 / k,上式可以写作： 




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
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                     (B8) 

对 t 求导得到 
) ,Dn(2 = 00 KtK ωωθ&                                         (B9) 

对于 H > ω 0
2，我们有自由旋转，而摆动周期可如下求得．从(B2) 式有 

2
0

maxcos
ω

θ
H

=−                                           (B10) 

而从(B8)式，可得 
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             (B12) 

其中 F是第一类椭圆积分． 



C  临界阻尼和过阻尼 

阻尼振动的运动方程是 
02 2

0 =++ xxx ωγ &&&  

其特征值方程及其解是 

2
0

22
0

2 02 ωγγλωγλλ −±−==++ ，  

对于不同的 γ 值，我们有与(7.3.3)式相应的解如下： 



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γ tAx t 22
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( ) ( )[ ]tbtax t ββ

βγ

ωγγλωγ

γ sinhcoshe

            , 2
0

2
0

+=

±−≡

−±−=>

−

                     (C3) 

(C3)式描写了过阻尼，上式可以用初值来表示(假定初始位置为正)： 

( ) ( ) ( )







++= − txxtxx t βγ

β
βγ sinh1coshe 000 &                     (C3.1) 

( ) ( ) ( )







+−= − txxtxx t βγω

β
βγ sinh1coshe 00

2
00 &&&                 (C3.2) 

质点是可能穿过平衡位置的．从(C3.1)式，令 x = 0，有 

00

0arctan
xx

x
ht

γ
β

β
−

=
&                                         (C4) 

必需有 

00 xx γ≥&  

又双曲正切小于等于 1 ，这要求： 

00 )( xx γβ +≥&                                                (C5) 
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其中等号对应于无限长时间，这时的速率是 

0)(e 2
0

22
00 ≤−−−= − xxxx t βγγ &&                                (C6) 

从(C3.2)式，我们可以求得速率为零的时刻 t' ． 
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                                  (C7) 

与(C5)式对应的是 
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2
0

0 xxx && βγ
γ
ω
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或 
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0 )( xxx γβ
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ω
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−
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这和(C5)式相一致．比较(C4)式和(C7)式，可知 t' > t． 
对于临界阻尼，(C2)式导致： 
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[ ] t

t

txxxx

txxxx
γ

γ

γγ

γ
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−

+−=
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e)(

e)(

000

000

&&&
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                                     (C10) 

质点一般不穿越平衡位置．穿越的条件是 

000 <+ xx γ&                                                (C11) 

在此条件下，在时刻 

t
x

x x
=

−
0

0 0& γ                                                (C12) 

质点到达平衡位置并继续运动， 

0e)( 00 <+= − txxx γγ&&                                        (C13) 

在以后的某一时刻 t'，质点处于瞬时的静止． 
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x
t

γγ −
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&

&
                                             (C14) 

显然 

′ − = >t t
1

0
γ

                                              (C15) 



D  傅里叶级数与频谱 

如果 F( x ) = F(x + L)，一般可以将函数展开为 

[ ]∑
∞

=

++=
1

0 )sin()cos(
2

)(
n

nn nxbnxa
a

xF                            (D1) 

这有些类似于矢量的展开： 
kjiA zyx AAA ++=                                          (D2) 

其中(i, j, k )叫做基，基矢量不共面．事实上这一组基矢量是相互正交的． 
现在我们有一组基： 

. ),2sin( ),2cos( ),sin( ),cos( 1, Lxxxx  
可以把它们写为 

{ })(xfn  

它们也是正交的，不过正交关系由下式来定义： 

mnnm Cxxfxf δ=∫
π

π−

d)()(                                         (D3) 

当其中的 C 等于 1 时，我们说它们是归一的．为了求出(D1)式中的系数，我们
需要： 

1d)(sin
1

            ;1d)(cos
1 22 =

π
=

π ∫∫
π

π−

π

π−

xnxxnx  

于是，系数为 

∫∫
π

π−

π

π−
π

=
π

= xnxxFbxnxxFa nn d)sin()(
1

;d)cos()(
1

               (D4) 

显然，对于偶函数 F, bn =  0；而奇函数 F, an = 0．如果周期是 L，即函数满足
F( x ) = F(x + L)，我们可以令 x = Ly/2π．于是我们有 





 +=






 )2(

22
y

L
Fy

L
F                                      (D5) 

这是一个关于 y的周期为 2π 的函数，可以展开为 
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L
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重要的是要知道展开式(D1)、(D6)在什么条件下适用．我们要求基是完备的．我
们也可以对函数加以约束：(1) 在一个周期内函数连续，只存在有限个有限跳跃
的间断点；(2) 只存在有限的极大、极小． 
对于定义在有限区间 0 ≤ x ≤ L上的函数 F(x)，展开也是可能的．这时，我
们可以进行偶、奇或周期性的延拓，对延拓后的函数进行展开，而在原来的定
义域上的展式就是所需要的． 

例：展开以下函数： 

mpxpm

pmxmp
xF

2)12(      ,  1

)12(2      ,     1
)(
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+<<





=  

解：这是奇函数，系数 
0=na  

而 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]

为奇数

为偶数

n
n

n

n
n

xnxxnxxFbn

       , 
4

       ,  0

1cos
2

dsin
2

dsin
1

0

π

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=
π

=
π

= ∫∫
ππ
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最后，展开式是 

( ) 





 ++

π
= LxxxF 3sin

3
1sin4

 

图 D1(a)的图形即是由展开式中的前五项叠加而成的．如果函数代表振动(只要令 x = 2πft 即

       

(a)                                    (b) 
图 D1 

A 

f f0      3f0     5f0    7f0     9f0  
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可做到这一点)，我们还可以作另一种图形即所谓“频谱”图，它是各振动的频率 f 与相应

振幅 A的关系图．图 D1(b)即是振动的频谱，其中 f0为基频. 

图 D2(a)是另一个频谱图；容易验证其振动可以用图 D2(b)的图形表示． 

上述两例中频谱只有有限条谱线，叫做分立的频谱．对于孤立的脉冲需要

有无限多个单一频率项才能合成出来，这样就会出现连续的频谱． 

       

 (a) (b) 
图 D2 

A 

f 
f0  2f0 3f0    5f0  



E  关于波包的积分结果 

求和 

∑∑
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可以用一个积分代替： 
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对于衰减很快的 A(k)，积分限可扩展到无穷．令 A0 ≡ NA( k0 )，不同色散的积分

就可以求出． 
(a) ω = ω 0 = C，有 

k x t k k x k x t− = − + −ω ω( ) ( )0 0 0  

指数中与 k 有关的部分是 
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积分是高斯积分，除了一个数值因子以外，结果是 
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(b) 色散关系ω = α k，存在于 ka << 1 情况下简立方晶格中的反铁磁自旋波

中： 
akJZS22=ω                        (E4) 

对于这种色散，有 

taktkkaxkkktkx 0000 )()( −−−+−=− ω  

指数的 k 依赖部分是 
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又是一个高斯积分，结果是 
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(c) 色散关系 ω =
hk

m

2

2
，是物质波的色散关系，也是铁磁自旋波的色散关

系．对于这一色散关系，有 
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指数的 k部分是 
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求出高斯积分部分，我们有结果： 
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结果可写为 
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其中相因子是 
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F  太阳系中的行星 

内禀和旋转性质 

 km
赤道半径

 
⊕m
质量  

3cmg

平均密度  表面引力 
赤道面与轨道 
面交角/(o ) 

水  星 2.439 0.055 3 5.43 0.378 0.0 

金  星 6.052 0.815 0 5.24 0.894 177.3 

地  球 6 378.140 1 5.515 1 23.45 

火  星 3 393.4 0.107 4 3.94 0.379 25.19 

木  星 71 398 317.89 1.33 2.54 3.12 

土  星 60 000 95.17 0.70 1.07 26.73 

天王星 26 071 14.56 1.30 0.8 97.86 

海王星 24 300 17.24 1.76 1.2 29.56 

冥王星 1 142 0.002 2.1 0.01 120 

 
轨道性质 

 
km106
半长轴

 
d
公转周期

 偏心率 自转周期 
轨道面与黄道面 
交角 

水  星 57.9 87.96 0.2056 58.646d 7º00'  26'' 

金  星 108.2 224.68 0.0068 243.01dR* 3º23'  40'' 

地  球 149.6 365.25 0.0167 23h56m04.1s 0º00'  14'' 

火  星 227.9 686.95 0.0934 24h37m22.662s 1º51'  09'' 

木  星 778.3 4,337 0.0483 9h50m > 1º18'  29'' 

土  星 1427.0 10,760 0.0560 10h33.9m 2º29'  17'' 

天王星 2871.0 30,700 0.0461 17h14m 0º48'  26'' 

海王星 4497.1 60,200 0.0100 18h±10m 1º46'  27'' 

冥王星 5913.5 90,780 0.2484 6d9h17m 17º09' 03'' 

* R指后向旋转(retrograde rotation) 



G  高斯积分和 Γ 函数 

高斯积分(Gaussian Integral) 

∫
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可以用基本积分求出如下： 
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所以 
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π=I                                                      (G3) 

利用 Γ函数(Gamma Function)： 
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高斯积分变成 
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Γ函数的几个特殊值为 

π−=





−Γπ=






Γ=Γ=Γ 2

2
1

   ,
2
1

   ,1)1()2(                       (G6) 

Γ函数有下列常用的泛函关系： 
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对于正整数 n，有 
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于是有如下的积分结果： 
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(G11)式也可如下得出： 
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H  算  符  ∇ 

有关的公式为 

ψϕψϕ ∇+∇=+∇ )(  (H1) 

ψϕψϕϕψ )()( ∇+∇=∇  (H2) 

)()()()()( fggffggfgf ×∇×+×∇×+∇⋅+∇⋅=⋅∇  (H3) 

ϕϕϕ ∇⋅+⋅∇=⋅∇ fff )()(  (H4) 

)()()( gffggf ×∇⋅−×∇⋅=×⋅∇  (H5) 

fff ×∇+×∇=×∇ )()()( ϕϕϕ  (H6) 

gffgfggfgf )()()()()( ∇⋅−∇⋅+⋅∇−⋅∇=××∇  (H7) 

fff 2)()( ∇−⋅∇∇=×∇×∇  (H8) 

0≡∇×∇ )( ϕ  (H9) 

0)( ≡×∇⋅∇ f  (H10) 

ϕψψϕψϕϕψ 222 )()(2)( ∇+∇⋅∇+∇=∇  (H11) 

高斯散度定理(Gauss' divergence theorem)  令 V 代表由一简单闭曲面 S 为边

界的体积，f 是定义在 V 中和 S 上连续可微的矢量场．如果 dS 是外法向矢量面

元，则 
V

VS

dd ∫∫ ⋅∇=⋅ fSf                      (H12) 

格林定理(Green's theorems)  令 ϕ 和ψ 是标量场，它们以及∇2ϕ和∇2ψ都定

义在体积 V 中及其表面 S 上．假定 S 是简单闭合曲面，如果∂/∂n 代表沿 S 外向

法线的导数，我们有 
• 格林第一定理(Green's first theorem)： 
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• 格林第二定理(Green's second theorem)： 
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特殊情形： 
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             (H15) 

斯托克斯定理(Stokes' theorem)  令C 为表面S 所张的简单闭曲线．线元dr 代
表曲线C 的正方向，定义S 的正法线方向en，使得回路C 的正方向和表面S的法

线方向构成右手螺旋关系．如果f 是定义在曲面S和曲线C上的连续可微矢量场，

矢量元dS = en dS，那么 

( ) Sfrf dd ⋅×∇=⋅ ∫∫
SC

                   (H16) 

其中沿C的线积分取在正向．此外，还有 
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ϕϕ Sl dd
                       (H19) 

梯度、散度和旋度(grad, div, rot)  它们在直角坐标系、柱坐标系和球坐标系

中的表达式如下： 
在直角坐标中(Cartesian system)， 

kji
zyx ∂ 

∂
+

∂ 
∂

+
∂
∂

=∇
φφφφ                                                         (H20) 

z
A

y
A

x
A zyx

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=⋅∇ A                                                         (H21) 

kjiA ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
−

∂

∂
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂

∂
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
−

∂
∂

=×∇
y

A
x

A
x

A
z

A
z

A
y

A xyzxyz       (H22) 

2

2

2

2

2

2
2

zyx ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇
φφφφ                                                          (H23) 

在柱坐标中， 
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在球坐标中， 
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矢量的标量函数的傅里叶级数为 
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两个例子如下： 
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I  狄拉克δ函数 

狄拉克δ函数(Dirac delta function)的定义如下： 
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狄拉克δ函数的其它表达式： 
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J  黎曼ζ函数 

黎曼ζ 函数(Riemann Zeta Function)的定义为 
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在下列积分中，可发现这一函数的用处： 
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常用的数值列于下： 

2
1)0( −=ς                                                         (J6) 

612.2
2
3

≈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ς                                                   (J7) 

6
)2(

2π
=ς                                                         (J8) 

341.1
2
5

≈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ς                                                         (J9) 

202.1)3( ≈ς                                                       (J10) 

90
)4(

4π
=ς                                                       (J11) 

)2ln(
2
1

d
)(d)0(

0

π−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′

=zz
zςς                       (J12) 



K  波  函  数 

谐振子的波函数： 

( ) 2

21

00

22

e
2
1 x

xE
αα

ψω
−










π
== ，h                                       (K1) 

( ) 2

21

11

22

e2
22

3 x

xxE
α

α
α

ψω
−










π
== ，h                               (K2) 

( ) ( ) 222
21

22

22

e24
82

5 x

xxE
α

α
α

ψω
−

−








π
== ，h               (K3) 

( ) ( ) 233
21

33

22

e128
48

,
2
7 x

xxxE
α

αα
α

ψω
−

−








π
== h       (K4) 







 ≡

h
ω

α
m2  

L2和L z的本征函数： 
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类氢原子的径向波函数： 
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径向波函数可以用缔合拉盖尔多项式(associated Laguerre polynomials)[1] 
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L  电磁场的相对论变换 

在第九章中我们讨论了相对论力学，在第十二章中介绍了相对论热力学，

而爱因斯坦发表狭义相对论的文章的题目是 On the Electrodynamics of Moving 
Bodies，可见有必要对电磁场的变换作一番讨论．我们曾经在§17.3 和§18.4
中两次引用了变换公式： 
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电场和磁场的变换是否满足洛伦兹变换呢？首先我们列出麦克斯韦方程组的微

分形式： 
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在§20.2 中已经提到了洛伦兹-庞加莱对称性，以上的麦克斯韦方程组在不同的

惯性系将保持相同的形式．我们将在这一前提下来看电磁场是如何变化的．由

于我们已经知道空间、时间坐标的变换，现从(9.2.1)式的洛伦兹变换出发．各

有关的偏导数应作下面的变换： 
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将以上变换应用到(L1)，有 
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如应用到(L4)式的 x分量，有 
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由(L6)式和(L7)式消去∂Ex/∂x'，可以得到下面的表达式： 

( )ρβγµβγβγ cj
t

E
c

E
c

B
z

E
c

B
y x

x
zyyz −+

′∂
∂

=













 +

′∂
∂−














 −

′∂
∂

02

1
     (L8) 

(L4)式的 y和 z分量分别为 
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将(L8)式 ~ (L10)式与 S’系中的相应方程： 
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作比较，可以得到场的变换关系： 
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以及电流的变换关系： 
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电荷密度的变换可由ρ' = ε0 ∇'·E'给出，为 
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仿照(9.2.2)式，我们可以把电流、电荷密度变换写作 
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与(r, ict)一样，(j, icρ)也构成了四维矢量． 
(L12)式可以写成： 
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以上四式可以合并成矢量式： 
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最后，我们用洛伦兹变换矩阵 
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来表达变换关系．定义电磁场强张量 F： 
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则S' 系中与S系中的量有如下的变换关系： 

AFAF ~
=′  

F 称为二阶张量，而其中 A~ 是洛伦兹变换矩阵的转置(transpose)矩阵． 

例  求匀速运动电荷产生的场． 
解：一电荷 q 以速度 u 沿 z 方向匀速运动．取 S'系相对电荷静止．在 S'系中场点的位置

是 r' =ρ eρ + γ(z – ut)k，可以写出场强为 
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利用(L16)式，首先可以得到 S系中的电场为 
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于是电场可以写作 
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利用(L16)式，磁场为 

ϕρρ µε
γ eEuEuB ~,0 002 ×′× ===′= ⊥ c

BB zz  

代入电场的表达式，有 
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练习：利用(L12)式证明 E⋅B和 E2 – c2B2是不变量． 



奇数问题参考答案 

第一章 

1. (a) 1ps = 10–12 s, 1fs = 10–15 s;  
(b) 1nm = 10–9 m;  
(c) 1MeV = 106 eV, 1GeV = 109 eV 

3. 6.022×1024 kg; 0.702% 

5. 3.16×105 m 

7. 
G
cm

c
G

c
t =

=
=

== P2P ;  

9. m1082.2
4

1 15
2

e

2

0

−×=
π

=
cm

er
ε

 

11. )(
2

Nf
V

mvp ∝  

17. 
⎩
⎨
⎧

=
≠

=δπδ=⋅
ji
ji

ab ijijji 1
0

2  

19. B
m
q

−=ω  

21. 1.62×104 km 

第二章 

1. 3.91×10–2 m 

3. 22.1m 

5. θθ cossin2
21

AA
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

g
d v  

7. 8.98×1022 m/s2 

9. 387 

13.

          

15. 115.37º; 0.21h 

第三章 

3. (a) (b) gsinθ 
(c) (g – a)sinθ 
(d) (g + a)sinθ 
(e) 0 
(f) m(g – a)cosθ 

5. (a)  mg/k 
(b) v = vT(1−e−kt/m) 
(c) g e−kt/m 

(d) ( )1TT −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+= − mkte

k
mty vv  

7. (a)  0 
(b) α ≈3.0×10−3λ 
(c)  0 

9. x = 2.20×10−5h3/2sinθ 

11. (a) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

0
1)(

r
r

r
UrF  

(b) 0.14, 7.8×10–3, 6.8×10–6 

13. (a) m0 5 v≡≥ gRv  

(b) θ = 19°32′ 
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第四章 

1. 4.1×1024 kg 

3. 185m/s ;  42.22min 

5. (a) 7.54×103 m/s 
(b) 5.84×103s 
(c) 412km, 7.67×103 m/s, 5.56×103 s 
(d) 3.23×10–3 N 
(e) 不守恒，变化 2% 

7. (a) 
r

mGm⊕−  

(b) ( )
r

mGm 2⊕−  

(c) 下落到地球 

9. 
2
1

32

22
1

2

2
1

2

2
1

32

2

2

2121

2121
3
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=

Rc
GMr

Rc
MG

Rc
MG

Rc
GMr

c
p ρ  

11. 1.25 

13. ( )t
m

LL λ
−= exp0  

15. (b) 
3

2

2
0

mr
Lmkr

r
mmG

+−
′

−=  

17.  
Eb
k

=ϕ  

第五章 

1. 0.42R 

3. 3ρgx 

5. kg=v  

7. (a) 0, 0, v0  

(b) 0v
mm
mm

′+
−′

− ; 0; 0
2 v

mm
m

′+
 

9. (a)
A

2
0vmF =  

(b)
32

0 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

x
mF A
A
v  

13. (a) vC = [2g(g+h2)]1/2 
(b) pB = p0−ρg(h1+d+h2) 
(c) 10.3m 

第六章 

1. ( )22

3
1 bam +  

7. 
gμ

2
0

49
12 v  

11. 2.2m 

第七章 

3. Rg 75=ω  

7. 6 

第八章 

1. v0 

3. 8.3×1010 kg/(m·s2)  

5. (60±1)/m 

13. 
ρρ
1;1

∝∝ AI  

15. (a) 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

π
+=

5.1
5.0

2
05.00.4cos0.5 xtu ∓  

(b) 0.26N 

19. 不可 

21. 2.6×108 m/s 
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第九章 

1. γ 

3. 0.4μs, 0.89μs, 1.1μs 

5. 23MHz 

7. 6.73×10–3 nm 

9. 0.8c 

11. 0.30c, 0.55c 

13. (a) cc yx 48.0,80.0 =′−=′ vv  

(b)  对 45º 线对称 

15. 0.97kg 

17. 57.4MeV, 60.7MeV, 9.7º 

第十章 

1. (a) -40; (b)575; (c) N.A. 

5. 0.27mm 

7. 2)(
RT

abTB −=  

第十一章 

1. (a) 没有, (b) 有, (c) 有, 93J/kg 
(d) 0.19K 

3. (a) n = n0exp(−mgh/kBT) 

(b) 
Tk

mg
z
T

B

1
d
d

γ
γ −

−=  

5. 
mV

A
mgpA

0

0
2

2
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

π

γ
 

7. RT = const. 

9. 
γ
γ

η

1

1

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

B

A

p
p  

13. ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−
− −

−

2ln2
1

12 1
1

00
γ

γ

γ
Vp  

15. 白天 10.9kW, 夜晚 24.6kW 

第十二章 

1. (a)1.31kJ/K, –1.12kJ/K, 0.19kJ/K, 
(b)0.097kJ/K 

3. 当 N →∞, ΔS = 0 

5. 562.77K 

7. (a) )2( 21 TTTc −+  

(b) )2( 2121 TTTTc −+  

第十三章 

1. v ≈ c 

3. ( )
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
+=

−
V

tvA
p

tp 20
1 e1

2
 

5. (a) vs = 350m/s 
 (2) f =1.2×108 Hz 

m104(3) 6−×=  
6104.3)4( −×=λ  

9.

  0       20      40       60      80 

400
 
300
 
200
 
100
 

0
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9. Tk
vm

m
TknW B

2
T

22
1

B e
2

−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
π

=  

11. 51K 

13. (a) T⊕ = 17°C 
 (b) 6×108N 

第十四章 

1.
( )

3

221
,

RTV
bVa

RcCcC pV
−

−
+==  

3. TV
V

p ~8)1~3(~
3~

2
=−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +  

5. 2e−2 

7. (b) 

m

00

0
m

ln1
p
pRT

T
T

l
+

=  

9  ( ) II
m

I
m

co

II
m

I
m VV

T
pSS −⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

=−  

第十五章 

1. qdq
9
4;  

3
24 −电荷离  

5.
 

R
E

R
E

y

x

λ
ε

λ
ε

0

0

4
1
4

1

π
=

π
−=

 

7. (a) )4( 0TqQ επ , (b) mT  

9. ( ) ( )22
m

0
4

8
xxeaxE −=

ε
 

11. (a) 3.0×103N, (b)240MeV 

13. 2
0

2

32 R
Q
επ

 

15. (a) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+

π
= yyLkVP

22

04 ε
 

(b)
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

+
−

π
=

220
1

4 yL

ykE y ε
 

17. 
0

1
0

2 3
2;

3 ε
σ

ε
σ

== EE  

第十六章 

1. 
d

A0ε ,  
bd
A
−
0ε  

5.  对 λ  = const.   
b0

1 2
min

E
R

ε
λ

π
=  

7. 
21

2

2
004

1 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

Q
Ap

L
ε

 

9. (a) 1.0×10−8 J, (b)2000V 

11. 
m
eV

d
V 0
2

00 2
9

4ε
−  

第十七章 

1. kB ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=

21

0 11
2 RR

Iμ  

3. 
a

IB
π

= 022 μ  

7.

 

9.(b) s1057.32 10−×=
π

=
ω

T  

p = V//T = 0.17mm 
r = 1.5×10−3m 

R R'
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11. ( )k
m

T
α+

π=
1

 

11

11

2
0

2
0

2
0

2
0

+
π

+

−
π

+

=

kL

LI

kL

LI

µ

µ

α  

13. ρϕω
ω

eF d)(
2

d RmQB +
π

=  

第十八章 

1. ε = 1.5×10- 4 V 

3. )sin()(
222

2

ϕω
ω

ω
−

+

π
= t

LR

NBr
tI  







 =

−
+

π
=

R
L

tt
LR

NBr
M

ω
ϕ

ϕωω
ω

ω

arctan

)sin(sin
)(

222

22

 

7.   
RF

Br
T

22
0π

=  

9.   211 2 llRQB =⊥  

212// llRQB =  

第十九章 

1.   2π
π

= ρ
ω

µ
2

e  

Be
m

22

4
1

ρµ −=∆  

ρ = 0.64×10- 10 m = 0.064nm 

3.   1.4×10- 3 K 

5.   ω2

5
2

mrL =  

2

5
1

RQωµ =  

m
Q

2
 

7.  5.15×10- 24 J/T 

9.  
I

RH 1π⋅ 20  

0

0

0 µ
B

M
→
=

I
 

第二十章 

3.  (a) ;cos0 t
d
V

E ω=  

tVr
d

B ωωεµ sin
2
1

000−=  

(b) t
d

V
j ω

ε
σ cos

r

0
C=  

t
d

V
sI ωωεε sin0

r0d −=  

t
d

V
j ωωε sin0

0d −=  

7. (a) I = 3.97×103 W/mm2 
(b) p = 13N/m2 
(c) f = 1.6×10- 11N 

第二十一章 

1.  0.24m 

3. B = 3.3×10- 7 T(- i) 

5.  015c; 0.30c 
 2.0×109 l.y.; 4.5×109 l.y. 

7. 
3
D

231

D
d9;

4
9

ν
ννν NDu

V
N =








π
=  

第二十二章 

1.   4.0×108/m3; 2.5×105 eV /m3 

3.  23

4
B

2

60 c

k

h

π=σ  

5.    (a) 2.1eV; 0 
(b) 2.1V 
(c) 302nm 
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(d) 2.0×1018/m−2s−1 

7.   2.1×103 nm  近红外 

9.  

E
mc
E

2
1

2
+

 

11. 3.4 eV  紫外 

13. 4.19 m/s; 9.14×10−8eV 

第二十三章 

1. (a) 2.86×10–5nm;  (b) 0.73×10–6nm 

3. (a) 0.0375eV;  (b) 1.47×10–1nm 

5. (a) 2.86×10–2nm;  1.03nm 
(b) 7.31×10–7nm; 1.24×10–6nm 

9. 6×106 m/s 

第二十四章 

1.  不可能 

3.  (a)0.5a;  (b) 0.29a 

5.  
2

1

11
2

2
;

)(
4

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
−

=
+

=
kk
kk

R
k
k

kk
kT  

7. (a) νν hEh =Δ×= − ;J101.33
2
1 31  

(b) νν hEh =Δ×= − ;J103.98
2
3 31  

(c) νν hEh =Δ×= − ;J102.13
2
1 22  

第二十五章 

1. (a) 0, 1, 2, 3, 4, 5;  
(b) 0, ±1, ±2, ±3,  ±4, ±5, ±6;  
(c) 5;  (d) 4 

3. (a) 54.4eV;  (b) 24.6eV 

5. ( )
Z
ar 053±=  

7. (a)  E2, E3; 2 2; 0, −  

(b)  32 4
3

4
1 EE +  

22 2ˆ =L  

4
3ˆ −=zL  

11. αβ νν
27
32

=  

第二十六章 

1. 15.4eV 

3. (a)4.25eV; (b)1.10eV; (c)9.79eV 

5. 0.002646eV; 0.002592eV 

7. (a)8.0×10–2; (b)6.5×10–3 

9. 3.7×103 K 

11. (a) 13.87u 
(b) (0.063+5.42×10–5×L)eV 

第二十七章 

1. 7.02eV; 4.21eV 

3. 
%1

%5.23
d
d

−=
E
f

 

5. ( ) 35322
2

35 3
5

N
m

pV π=  

7. 2.43×105eV 

9. βhν = 2.822 

11. 2.7kBT 

13. (a) 2.95×10–2J/m3   
(b)  f = 0.033 
(c)  f = 0.20×10–16 
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第二十八章 

5.  4.29×102W/K·m 

第二十九章 

1.   (a) 6;  (a) 8 

3.   (a) 15MeV;  (b) 818MeV 

5.   (a) 317
m mkg1029.2 ×=ρ  

(b) 325
q(Mn) mC1000.1 ×=ρ  

324
q(Bi) mC1077.8 ×=ρ  

7.  7.6MeV 

9.   (a)  4n 以及 3p 
(b)  7p 和 4e 
(c)  否 
(d)  是. 电子磁矩 μB  甚大于μN.  

11. 6.30×10−6 nm 

13. (a)  64.2h 
(b)  1/8 

(c)  
3.13

1  

15. (a) 18100.5 ×  
(b) s)exp(1058.4 21

6 ttR −××=  

一天中将接触 2mg 的 10–12 . 

17. 2.5×1021 

19. 4.268MeV 

21. 0.782MeV 

23. 11.51MeV 

25. (a) 10.6×1018; 6.24×1021  
(b) 6.252×1021 
(c) 4.11×1010 a 

27. 10.2×103 a 

29. (a) 2.6×1024 
(b) 8.2×1010 J 

(c)  26a 

31. (a) Nd153
60  

(b) MeV60MeV;110 NdGe == KK  

(c) 0.0534c; 0.0289c 

33. 2.8MeV 

35. (a) kgJ103.6
d
d 14×=
m
ε  

(b) 8.2×1013J 

37. 1.5×104W 

第三十章 

1. 102 MeV 

3.  (a)    γ+→π ++ e              Le 

(b)    −+→Λ Kp0             
(c)    0π+Σ→Ω −−           S 

(d)    000 π+Σ→Ξ           S 

5.  (a)   −+ π+π→Λ               B, spin 
(b)   0−++ π+π+π→K    Q (S) 
(c)   epen ν++→ −          B 

(d)   eeen ν++→ +−       B, Le 

7.  (a)  0p π+→Λ                  Q 

(b)  −+ +μ→+ epp          Le 

(c)  eepn ν++→ −           Le 

(d)  eenp ν++→ +          不禁止 

(e)  ++ π+Λ→Σ 0             不禁止 

9. 右手 

11. pc = 29.7MeV 
Kμ = 4.18MeV 

13. MeV6.43MeV;3.19 == ΚΛ KK  
MeV7.29  4.2MeV; ==μ pcK  

2MeV;5.218 QKQ ==  

15. (a) 181.4 MeV;  (b) – 605.2 MeV;   
(c) 1231.6 MeV; (d) –814.6 MeV;   
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(e) –138.3 MeV 

第三十一章 

1.  λ = 2.76×10−12 m 
r = 5.5×10−13 m 

3.  (a)  EF = 142MeV 

(b) MeV85=
N
E  

(c) MeV102.0 59×=E  
(d) MeV101.4 59×−=U  

(e) radUKU Δ+Δ=Δ  

5.  (a) λ = 2.56 fm 
(b) d = 1.57 fm 

第三十二章 

1.  (a)  λo ≈ 590.0nm 
(b)  λo ≈ 598nm 
(c)  λo ≈ 1072nm 

3.  (a)  33746 nm1086.0~ −×n  

(b)  T ~ 10000K 

5. 330 cmg1073.4 −× ; 
329 cmg1089.1 −×  
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（按汉语拼音字母顺序排列）

1054超新星 31.11 

1987A 11.4, 31.1 

6−12势 10.2p, 26.6 

 

A 

α磁谱仪 32.5 

α衰变 24.4, 29.3 

Atkins 12.9p 

阿尔瓦雷斯 9.1 

阿蒙顿−库仑定律 3.3 

爱因斯坦 1.1, 2.0, 8.1, 9.1, 22.2, 24.1 

～场方程 32.4 

～关系 24.2 

～理论 27.5 

艾伦弗斯特 14.4 

鞍点 2.5 

安德逊 30.1 

安德逊和斯通纳 31.2 

安培 1.2 

～定律 17.1 

～环路定律 17.2 

安培−麦克斯韦定律 20.2 

氨基酸 12.4, 26.5 

氨分子 3.6, 7.4, 24.5x 

暗能量 32.5 

暗物质 32.5 

昂尼斯 14.4 

昂萨格 14.5 

奥本海默极限质量 4.3, 31.3 

奥勃斯佯谬 32.1 

奥斯特 17.1 

 

B 

β衰变 5.3, 23.4x, 29.3, 30.5 

BCS 14.4 

BEC 27.4 

巴基球 28.3 

靶恩 5.3 

巴尔麦系 22.4 

巴依斯−巴洛 8.6, 9.2 

巴斯德 26.5, 30.5 

白矮星 4.2, 4.3, 31.2 

白洞 31.5 

伯努利方程 5.4 

百分离子性 26.3, 26.4p 

半波损失 8.3 

半衰期 29.3 

包容维数 28.2 

保守力 3.6 

暴涨模型 20.1,30.2 

贝可勒尔 29.3 

本征值 24.2 
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ 

1所列内容出现位置的标记方法： 
数字为章节序号；p 为习题，x 为例题，r 为参考文献；大写英文字母为附录序号. 
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～方程 8.3, 24.2 

苯 23.3, 26.2 

比热容 11.3 

毕奥-萨伐尔 17.1 

～定律 17.1 

闭合宇宙 32.5 

闭系 10.1 

变质量系 5.2 

标度因子 32.2, 32.5 

标识谱 25.7 

标准坐标位形 2.6, 9.1 

表面张力 8.5 

冰线 14.3 

冰点 14.3 

病态集合 28.2 

波 8.1 

～包 8.1, 8.5 

～长 8.3 

～动方程 8.2 

～腹 8.3 

～节 8.3 

～列 8.1 

～前 8.3 

～矢 8.3 

～数 8.3 

表面～ 8.1, 8.5 

非线性～ 8.1 

孤立～ 8.1 ,8.7 

横～ 8.1 

混合～ 8.1 

激～ 8.1 

简谐～ 8.3 

毛细～ 8.3x 

球面～ 8.1 

调幅～ 8.3 

调制～ 8.3 

行～ 8.1 

柱面～ 8.1 

驻～ 8.1, 8.3 

重力～ 8.3x 

纵波 8.1 

玻恩 23.2, 24.1 

波函数 24.1, K 

类氢原子～ 25.1, K 

谐振子～ 24.5, K 

波粒二象性 8.1, 22.2, 23.1 

玻尔 22.4 

～半径 15.5x, 19.1 

～磁子 19.1, 29.1 

～模型 3.12x, 15.5x, 22.4, 25.3, 25.4 

～和威勒模型 29.5 

～-索末菲量子化条件 22.4 

玻耳兹曼常量 13.1, 13.5p 27.3 

玻耳兹曼分布 13.3 

玻利雅可夫 20.1 

玻姆 24.1 

玻色子 25.5, 27.2 

玻色-爱因斯坦凝聚体 27.4 

玻意耳-马略特定律 10.4 

玻印亭矢量 20.4 

不变量 1.1 

不变性 5.5 

不对称合成 26.5 

不确定关系 12.6, 27.4 

布丁模型 15.3x 

布洛赫定理 28.5 

布洛赫和普赛耳 19.1 

布洛金斯基 4.3 
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布拉格 21.4, 25.7 

C 
14C探测 29.3 

C60 28.3 
60Co 30.5 

CERN 30.2 

COBE 32.1 

CPT 定理 30.5, 29.3 

参考系 2.1 

粲数 30.4 

操作性定义 1.2, 17.1 

测温性质 10.3 

层子 30.1 

查特曼和葛正权 13.4 

查德威克 29.5 

长程序 28.1 

常温核聚变 29.5  

超导电性 11.3, 14.4 

超导相变 14.4 

超导量子干涉器件 20.1 

超对称理论 1.1, 30.1 

超级神冈实验 31.1 

超距力 3.2 

超新星 31.1 

～爆炸 11.4 

超弦理论 30.1 

超子 30.1 

冲量 3.5 

潮力 4.5 

～撕裂 4.5 

成键轨道 26.2 

持久电流 14.4 

弛豫时间 10.1 

磁暴 19.4 

磁畴 19.3 

磁单极子 1.1, 17.2, 20.1 

大统一～ 20.1 

磁导率 19.2, 21.1 

相对～ 19.2 

磁动势 19.3 

磁化 19.2 

～率19.2, 28.4 

磁荷 20.1 

～流 20.1 

磁镜 17.3 

磁精细结构常数 20.1 

磁量子数 25.1 

磁偶极矩 17.1 

磁瓶 17.3 

磁通 18.1 

磁性 19.3 

磁致伸缩 11.1, 12.4 

磁滞回线 19.3 

剩磁 19.3 

矫顽力 19.3 

磁阻抗 19.3 

冲击波 8.6 

垂直轴定理 6.1 

纯系统 14.2 

催化剂 12.4 

崔琦 17.4 

 

D 

DNA 22.4 

DNA的右手双螺旋结构模型25.7, 26.5 

DOS 21.5, 27.5 

大爆炸 31.5 

大爆炸理论 20.1, 21.3, 32.4 
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大统一理论 1.1 ,30.2 

对称性 1.1, 5.5 

戴立兹图 5.3 

戴维斯 31.1 

戴维孙 23.2 

戴维孙和革末 23.2 

单摆 3.2, 7.1, 7.4 

单极场 15.2 

蛋白质 14.5, 26.3, 26.5 

一级结构 26.5 

二级结构 26.5 

三级结构（折叠） 26.5 

四级结构 26.5 

肌红～ 25.7 

德拜理论 27.5 

德拜频率 27.5 

德拜温度 27.5 

德布罗意 8.1, 23.1,24.2 

～波长 23.1, 27.1, 29.1, 29.11x 

德让 3.3 

等效原理 3.4, 32.2 

等离子体 7.1, 16.3 

～震荡 7.1 

等势面 4.5, 15.4 

等势体 16.1 

等温压缩率 8.2, 10.4 

灯塔效应 31.3 

第谷 4.1 

第一类永动机 11.2, 18.1 

第一类完全椭圆积分 7.1 

第二类永动机 12.1 

第二位力系数 14.1 

地磁轴 19.4 

地心说 4.1 

狄克 4.3, 32.1 

狄拉克 20.1, 30.1 

～δ 函数 15.4, I 

～方程 24.2 

～量子化条件 20.1 

电磁相互作用 1.1, 30.2 

电导 16.3 

电负性 26.3 

电荷共轭不变性 5.5, 30.5 

电解液 16.3 

电偶极子 15.2 

电致伸缩 11.1 

电流天平 17.3 

电势 16.1 

电晕放电 16.1 

电子 8.1 

～加速器 18.1 

～亲和势 26.3 

～俘获 29.3 

～偶素 25.8p 

～热发射 28.4 

～云 25.3 

丁肇中 30.4 

定轴转动 2.3 

定态薛定谔方程 24.2 

度规 32.3 

闵可夫斯基～ 32.3 

施瓦氏～ 32.4 

罗伯逊-沃克～ 32.4 

杜隆-帕蒂定律 27.5 

对湮灭 9.5 

对产生 9.5 

对称破缺 14.5 

对流 13.5 
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对应原理 22.4 

独立模型 29.2 

短程序 28.1 

短程线 32.2 

多普勒效应 8.6 

～红移 8.6 

～紫移 8.6, 29.4 

光～效应 9.2 

多肽链中的氢键 26.3 

多体效应 27.5 

 

E 

EPR佯谬 24.1 

厄缶 4.3 

厄米多项式 24.5 

遏止电势 22.2 

二十面体相 28.1 

二体问题 4.4 

二维电子系统 17.4 

 

F 

法拉第 15.2 

～圆盘 18.2  

反键轨道 26.2 

反节点 8.3 

反粒子 30.1 

反散射方法 5.3 

反射和透射系数 24.4 

反应堆 29.5 

反应能 5.3 

反物质 1.1 

范德瓦耳斯 14.1 

～力 28.3 

～常数 14.1 

～方程 10.4 

范可文 20.2 

方均根速度 13.1 

费尔坂克 15.1 

费米 1.2, 8.7, 29.3, 29.5 

～统计 27.5, 31.2 

～能 27.2 

～波矢 27.2 

～温度 27.2 

～球 27.2 

～海 27.2 

～面 27.5 

～子 25.5, 27.2 

费克定律 13.5 

非惯性系 3.4 

非极性电介质 16.4 

非决定论 2.0 

非弹性碰撞 5.3 

非谐振子 7.1 

飞行时间质谱 28.3 

菲兹哲罗 9.1 

斐波那契序列 28.1 

斐波那契数 28.1 

分数电荷 1.1, 15.1 

分形集 7.4 

分形维数 28.2 

分形对象 28.2 

分子间力 3.3 

弗里希 29.5 

富兰克林 25.7 

福勒 31.2 

负阻效应 16.3 

傅科摆 2.7 

傅里叶定律 13.5 
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辐射带 19.4 

辐射谱 22.1 

富兰克林 15.1, 15.3 

富勒球 28.3 

 

G 

γ 衰变 29.3 

GUM 20.1 

GUT 30.2, 32.6 

伽利略 4.1 

～变换 2.6, 9.1 

～系 3.1 

盖尔曼 30.1 

盖尔曼和培斯 30.3 

概率 13.2 

概率密度 24.2, 24.3 

径向概率密度 25.3 

改性 14.5 

干涉和衍射 8.4 

相消干涉 8.4 

相长干涉 8.4 

感应发电机 18.2 

感应偶极矩 15.3x 

高阶相变 27.4 

高斯定律 4.5, 15.3 

戈特 31.3 

格拉肖 1.1, 30.1 

格拉肖、温伯格和萨拉姆 30.2 

哥白尼 4.1 

哥本哈根解释 24.1 

哥德哈勃 20.1 

共存曲线 14.2 

共动坐标 32.2, 32.5 

共振 7.5, 30.1 

位移～ 7.5 

速度～ 7.5 

加速度～ 7.5 

～吸收 29.4 

共价多肽链 26.5 

共价键 26.2 

功函数 22.2, 28.4 

固有时间 9.3 

古根汉姆 14.5 

谷斯 20.1 

孤立系 10.1 

惯量主轴 6.1 

惯性矩 6.1 

惯性力 3.4 

惯性离心力 3.4 

惯性系 3.1 

惯性质量 1.2, 3.2 

光电子 22.2 

光电流 22.2 

光效应 22 r 9 

内～ 22 r 9 

核～ 22 r 9 

光年 1.2 

光谱仪 22.4 

光谱学 22.4 

光谱线宽度 23.4 

光速不变原理 9.2 

光行差 2.6, 9.4 

光学抽运 25.6 

光锥 9.3 

光周 31.4 

光子 1.1, 4.3, 8.1, 22.2, 30.1 

～气体 27.3  

广延量 10.1 
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广义动量 13.3 

规范变换 5.5 

轨道速度 4.2 

国际单位制 1.2 

过冷液相 14.2 

过热液体 14.2 

过饱和蒸汽 14.2 

 

H 

哈勃 32.1 

～半径 1.2 

～参数 32.5 

～常数 1.2, 32.1 

～定律 9.2, 21.3, 32.1, 21.5p 

～空间望远镜 31.5 

哈雷 4.1 

～彗星 4.1 

哈密顿算符 24.2 

海森伯 23.4 

海王星 4.1 

亥姆霍兹 11.2 

～自由能 12.4 

氦-氖气体激光器 25.6 

汉恩和斯特劳斯曼 29.5 

焓 11.3 

豪斯道夫维数 28.2 

核 29.1 

～玻尔磁子19.1, 29.1, 30.1 

～磁矩 29.1 

～磁矩进动 19.1 

～磁共振 19.1 

～幻数 29.2 

～结合能 9.5, 29.1 

～卢瑟福散射 30.1 

～力 3.3 

～物质 29.1 

核苷酸 26.5 

核酸 26.5 

核子 29.1, 30.1 

赫维希 21.3 

黑洞 4.2, 31.1, 31.5, 32.4 

拉普拉斯～ 4.2 

克尔～ 31.5 

瑞思纳 -诺兹忒洛姆～ 31.5 

施瓦氏～ 31.5 

原始～ 31.5 

黑洞的视界 12.6 

黑体辐射 13.5, 22.1 

黑盒子 5.3 

宏观 1.1, 2.0 

宏观态 12.3 

红宝石激光器 25.6 

红移 21.3, 31.4 

引力～ 4.3 

多普勒～ 8.6 

光多普勒～ 9.2 

宇宙学～ 32.4 

蝴蝶效应 1.3 

胡克 4.1 

～定律 7.1 

互感 18.3 

回复力 3.3 

回旋加速器 17.3 

回转半径 6.1, 17.3 

回转频率 17.3 

回转仪 2.3 

彗木相撞 4.5 

惠更斯原理 8.4 
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恢复系数 5.3 

混沌相变 14.5 

活性 29.3 

霍尔 17.4 

～电场 17.4 

～电导 17.4 

～系数 17.4 

量子～效应 17.4 

分数量子～效应 17.4 

霍分奈格 14.5 

霍金 31.5 

～辐射 31.5 

霍瓦 22.2 

 

I 

Ising model 14.5 

 

J 

基本观察者 32.2 

基本粒子 1.1, 30.1 

基本质点 32.2 

基尔霍夫定律 13.5 

基矢 1.5 

基频 8.3 

基线系 25.1 

吉布斯-杜罕方程 12.4, 14.3 

吉布斯佯谬 12.3 

吉布斯自由能 12.4 

极光 19.4 

极化率 16.4 

极限环 7.4 

极性电介质 16.4 

计算物理 1.1 

集体模型 29.2 

激光聚变 29.5 

激活自由能 12.4 

加蓬 29.5 

加速度 2.2 

加速器 17.3 

回旋～ 17.3 

同步稳相～ 17.3 

同步～ 17.3 

加词头单位 1.1p 

简谐振动 2.4 

简正频率 7.2 

简正坐标 7.2 

减速参数 32.5 

简并 25.1 

～度 25.1 

简并温度 27.1 

键能 26.2 

姜斯基 21.3 

胶子 1.1, 30.2 

角量子数 25.1 

角频率 2.4 

焦耳 11.1, 11.2, 11.4 

～系数 11.4 

节点 2.5, 8.3 

节流过程 11.4  

界面 26.1 

介电函数 16.4 

介电强度 15.3x, 16.4 

介观 1.1 

介子 30.1 

截止频率 22.2 

截止波长 25.7 

捷尔道维奇和诺维可夫 31.5 

近地点 3.15x 
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近日点 1.5 

～进动 4.1 

禁带 28.5 

劲度系数 7.1 

经典力学 1.1 

经典电子半径 15.5 

精细结构 25.4 

～常数 7.4, 15.5x, 30.2 

静止质量 1.2, 9.5 

静止能量 9.5 

静电屏蔽 16.1 

晶面 21.4 

晶相 14.5 

居里定律 12.4, 19.3 

居里-外斯定律 19.3 

局部惯性系 32.2 

决定论 2.0 

绝热去磁 12.4 

绝热声速 13.1 

绝热功 11.1 

 

K 

K+H线 4.3, 32.1 

Kronig-Penney模型 28.5 

卡布里拉 20.1 

卡文迪许 4.1, 15.1 

卡诺 11.2 

～热机 11.6 

开尔文 11.2 

开尔文-普朗克说法 12.1 

开放宇宙 32.5 

开普勒 4.1 

～定律 4.1 

开系 10.1 

康普顿 8.1 

～波长 22.3, 30.2 

反～效应 22.3 

康托集合 28.2 

可控热核聚变 29.5 

可逆热机 12.2 

柯赫曲线 28.2 

氪 1.2 

克劳修斯说法 12.1 

克劳修斯不等式 12.3 

克里克 25.7 

克立钦 17.4 

壳层模型 29.2 

科里奥利加速度 2.7 

科里奥利力 2.7, 3.4 

科文和任斯 29.3 

空间反演不变性 30.5 

空腔辐射 22.1 

空时间隔 9.2 

空时图 9.3 

肯特鲁 25.7 

库仑 15.1 

快子 9.2 

夸克 1.1, 15.1, 29.2, 30.1, 30.4 

扩散 13.5 

～系数 13.5 

 

L 

拉盖尔多项式 25.3 

拉格朗日 5.4 

拉普拉斯 4.1, 11.5, 17.1 

拉瓦锡 11.2 

拉维 4.1 

喇塞耳 8.7 
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莱不尼兹 4.1 

莱维恩和斯丹哈特 28.1 

赖曼 22.4 

兰姆和瑞瑟福 31.5 

兰姆移动 31.5 

朗道 12.3 

朗芝万函数 16.4 

劳厄圆柱 9.2 

劳森判据 29.5 

勒让德变换 12.4 

雷诺数 1.2l ,3.3 

类空事件 9.2, 9.3 

类光事件 9.2, 9.3 

类时事件 9.2, 9.3 

类星体 4.5, 21.3, 31.4 

～3C273 21.5p, 31.4 

～3C48 31.4 

～OH471 21.6 

楞次定律 18.1 

里德伯格 22.4 

～常量 22.4 

力矩 3.5 

理想气体 10.4 

理想液体 28.1 

离化能 9.5 

离心率 4.4 

离子阱 14.5 

离子晶体 28.3 

离子内聚能 28.3 

李萨如图 2.4 

李政道 5.5r, 29.3 ,30.5 

粒子的全同性 27.1 

粒子数反转 25.6 

连续谱 22.4 

连续性方程 5.4, 13.5 

量纲 1.2l 

量子力学 1.1 

～压力 4.3 

量子效应 13.1 

量子气体 27.4 

量子色动力学 30.4 

量子泻流 28.4 

量子跃迁 22.4 

临界点 14.1, 14.2 

临界密度 32.5 

临界现象 14.4 

临界指数 14.5 

临界阻尼 7.3 

卢瑟福 15.3x 

～散射 29.1 

鲁本斯和克鲍姆 22.1 

鲁比亚和范得米尔 30.2 

孪生子佯谬 9.2, 9.3 

伦纳德-琼斯势 5.3, 7.2p 

伦琴 25.7 

伦福 11.2 

螺线 2.5 

螺旋-线团变化 14.5 

洛伦兹 9.1, 17.3, 20.2 

～变换 9.2 

～力 17.3, 18.2 

～收缩 9.2, 9.3 

～数 27.5 

洛希极限 4.5 

 

M 

µ 氢原子 25.2 

马德隆常数 15.5 
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马赫 3.2 

～数 8.6 

～波 8.6 

马鲁斯 21.2 

漫线系 25.1 

毛细波 8.3 

迈克耳孙-莫雷实验 1.1, 9.1 

麦克斯韦 14.1 

～关系 12.4 

～速度分布 13.2 

麦林 32.1 

麦特娜 29.5 

脉冲星 21.3, 31.3 

迈斯纳效应 14.4 

梅逸 11.2 

酶 12.4 

米勒和库什 13.4 

密立根 8.1, 15.1, 22.2 

密度参数 32.5 

面积速度 4.4 

秒差距 1.2 

摩擦力 3.3 

静～ 3.3 

滑动～ 3.3 

滚动～ 3.3 

静～系数 3.3 

动～系数 3.3 

～学 3.3 

穆斯堡尔效应 29.4 

 

N 

能级 22.4 

～宽度 29.4 

能量均分定理 13.3, 27.5 

能流 8.3 

能流密度 13.5 

钮可曼 11.2 

黏性 13.5 

～力 3.3 

黏度系数 3.3, 13.5 

内能函数 11.1 

内聚能 28.3 

 

O 

Otto循环 11.10p 

偶极场 15.2 

偶极矩 15.2 

耦合振子 7.2 

欧拉 5.4 

 

P 

p-p共价键 26.2 

p轨道 26.1 

拍 2.4 

帕欣 22.4 

潘洛斯拼砌 28.1 

潘齐亚斯和韦尔逊 21.3, 32.1 

庞德和瑞勃卡 4.3 

庞加莱 4.1, 9.1, 17.3, 20.2 

泡利 29.3 

～不相容原理 25.5, 28.3 

泡令 25.7, 26.3 

佩鲁兹 25.7 

碰撞参量 3.5, 4.4, 5.3 

膨胀系数 10.4 

线～ 10.4 

偏振 21.2 

椭圆～波 21.2 
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线性～波 21.2 

圆～波 21.2 

品质因子 7.3 

频谱 2.4 

频率 2.4, 8.3 

平衡 3.6, 6.4 

平衡态 10.1 

平衡判据 12.4 

平均结合能曲线 29.1 

平均碰撞频率 13.2 

平均寿命 29.3 

平均太阳日 1.2 

平均自由程 5.3, 13.2 

平行轴定理 6.1 

普朗克 22.1 

～常量 1.2, 3.5, 12.3, 19.1, 22.2, 22.4, 

23.2, 27.3 

～长度 1.2 

～分布 27.3 

～时间 1.2 

普适费米理论 30.2 

谱密度 22.1 

 

Q 

QCD 30.4 

气泡室 17.3 

汽化曲线 14.2 

奇异吸引子 7.4 

奇异粒子 30.3 

奇异数 30.3 

钱伯兰 30.1 

钱德拉塞卡 31.2 

钱德拉塞卡极限质量 4.3, 31.2 

潜热 11.2, 14.3 

嵌套多面体 4.1 

强第三定律 5.1 

强度 8.3 

强度量 10.1 

强相互作用 1.1, 30.2 

强子 30.1 

切仑可夫辐射 8.6 

轻子 1.1, 30.1 

轻子数守恒 30.3 

氢键 26.3, 26.5 

氢分子 26.2 

琼孙  23.3 

曲率指数 32.4, 32.5 

群速度 8.3 

 

R 

热 11.2 

～（德波洛依）波长 27.1 

～传导 13.5 

～功当量 11.2 

～导率 13.5 

～发射率 28.4 

～辐射 13.5 

热核聚变 29.5 

热机效率 11.6, 12.2 

～接触 10.2 
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