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1.多选和填空 (4 × 5′ = 20′)
1. 设 𝐴 和 𝐵 是概率空间中的事件，以下哪些也是概率空间的事件.
A. 𝐴 ∪ 𝐵
B. 𝐴𝑐 ∩ 𝐵
C. 𝐴 ∪ 𝐵𝑐

D. 𝐴𝑐 ∩ 𝐵𝑐

2. 以下哪个是 a.s. 的定义.
A. Pr( lim

𝑛→∞
𝑋𝑛 = 𝑋) = 1

B. lim
𝑛→∞

Pr(𝑋𝑛 = 𝑋) = 1
3. 一个均匀的六面骰子，不停地独立地投掷，直到连续出现两次 6 为止，则投掷次数
的期望为 ( ).

4. 一个 𝑛 ×𝑚 的 0/1 网格，每个格子独立地以 12  的概率取 1，以 12  的概率取 0，则每
一行和每一列均有偶数个 1 的概率为 ( ).

2.球与桶模型 (20′)
有 𝑛 个球，𝑘 个盒子，每个球独立等概率地放入盒子中.

1. 求第一个盒子为空的概率
2. 求第一个盒子和第二个盒子均为空的概率.
3. 事件“第一个盒子为空”和“第二个盒子为空”是否独立？
4. 设 𝑘 = 2𝑛 ln 𝑛，证明存在一个盒子为空的概率是 𝑂( 1𝑛) 的.
5. 设 𝑘 = 𝑛，证明出现球最多的盒子中的球数多于  3 ln𝑛ln ln𝑛  的概率是极小的.

3.离散随机变量 (2 × 10′ = 20′)
3.1.
设公路上有随机的 𝑛 辆车，它们的车速互不相同，且向同一个方向行驶. 如果车速更大

的车前面有车速更小的车，则车速更大的车会减速，直到和前面的车速度相同. 在经过

充分长的时间后，车速相同的车被称为一个“聚类”，求聚类的个数的期望.

3.2.
有 𝑛 个球，依次标号为 1 到 𝑛. 按照下面的规则均匀独立地抽球，直到所有球被取出:

每次抽球要求本次得到的球是剩下的球中拿出编号最小的球，否则把球放回去. 从而，

最后拿出的球的编号依次是 1, 2,…, 𝑛. 设 𝑇  为抽球的次数，求 𝔼(𝑇 ) 和 Var(𝑇 ).



4.连续随机变量 (2 × 10′ = 20′)
4.1.
1. 设独立的 𝑋 ∼ 𝑈(0, 1)，𝑌 ∼ 𝑈(0, 2)，求

Pr(max{𝑋, 𝑌 } − min{𝑋, 𝑌 } ≤ 1).
2. 设独立的 𝑌 ∼ 𝑈(0, 1)，𝑋 定义在 [0, 1] 且有概率密度函数 𝑓𝑋(𝑥) = 2𝑥, 𝑥 ∈ [0, 1]. 求

Pr(max{𝑋, 𝑌 } − min{𝑋, 𝑌 } ≤ 1).

4.2.
两个人打靶. 甲打靶时，击中点和靶心的距离服从 𝑈(0, 1). 乙打靶时，击中点在以靶心
为圆心的半径为 1 的圆内服从均匀分布. 两人公平地选一个人上场打靶.
1. 求击中点到靶心的距离的概率密度函数 𝑓(𝑥).
2. 若已知击中点到靶心的距离为 12，则上场的人是甲的概率是多少.
3. 让已上场的人再开一枪，则此次击中点到靶心的距离的期望是多少.

5.测度集中和极限定理 (2 × 10′ = 20′)
5.1.
1. 设 𝑈  是 [0, 1] 上的均匀分布，求证：− log𝑈  服从参数为 1 的指数分布.
2. 求

lim
𝑛→∞

∫
1

0
∫
1

0
⋯∫

1

0
(𝑥1𝑥2⋯𝑥𝑛)

1
𝑛d𝑥1d𝑥2⋯d𝑥𝑛.

3. 设 𝑓  是 [0, 1] → ℝ 上的连续函数，使用大数定律求

lim
𝑛→∞

∫
1

0
∫
1

0
⋯∫

1

0
𝑓((𝑥1𝑥2⋯𝑥𝑛)

1
𝑛)d𝑥1d𝑥2⋯d𝑥𝑛.

5.2.
回忆对于随机变量 𝑋，其矩生成函数为 𝑀𝑋(𝑡) = 𝔼[𝑒𝑡𝑋].
1. 若 𝜇 = 𝔼[𝑋]，证明 𝑀𝑋(𝑡) ≥ 𝑒𝑡𝜇.
2. 设 𝑋 的矩生成函数为 𝑀𝑋(𝑡) = 𝑒𝑡

1−𝑡2 . 求 𝔼[𝑋]. 并证明对任意 𝑎 > 0，有

Pr(𝑋 ≥ 𝑎) ≤ 3𝑒−𝑎2 .
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