
数理逻辑 SP24 期末考试
任课老师：秦逸

前注
本学期数理逻辑课程期末考核要求为：

• 除去第二章（Boole 代数），第五章（集合论），第八、九章（永真推理
系统）外，其余章节内容均为考试范围.

• 模态逻辑由于课时不够，要求不高（最后也没考）.

一.
用 𝐺 系统证明下列矢列可证.
1. ((¬𝑄 → ¬𝑃) ∧ 𝑃) ⊢ 𝑄.
2. ∀𝑥.𝑃(𝑥) ∧ ∃𝑦.𝑄(𝑦) ⊢ 𝑃(𝑓(𝑐)) ∧ ∃𝑧.𝑄(𝑧).

二.
下列公式是否可满足？若可满足，给出一个使它解释为 T 的模型；若不可
满足，给出一个使它解释为 F 的模型.
1. ∀𝑥.(𝑃 (𝑥) → 𝑄(𝑥)) → ∃𝑥.(𝑃 (𝑥) ∧ 𝑆(𝑥)).
2. ∃𝑥.∀𝑦.(𝑓1(𝑥, 𝑦) =

⋅ 𝑓1(𝑓2(𝑥, 𝑦), 𝑦)).

三.
设 Γ 是有穷公式集，𝐴 为任一公式，证明：若 Γ ⊢ 可证，则 Γ ⊢ 𝐴 可证.

四.
设 Φ 是极大协调集，且 (∃𝑥.𝑃 (𝑥) → ∀𝑥.𝑄(𝑥)) ∈ Φ，证明 ¬∀𝑥.(𝑃 (𝑥) →
𝑄(𝑥)) ∉ Φ.

五.
不用完全性定理，证明：𝑃(𝑥) ∧ 𝑄(𝑥) ⊢ 𝑅(𝑥) 在 LK 中不可证.

六.
在初等算术语言 𝒜 中. 设公式集 Γ = {𝑆(0) + 𝑥1 < 𝑥2, 𝑆(𝑆(0)) + 𝑥3 <
𝑥4, 𝑆(𝑆(𝑆(0))) + 𝑥5 < 𝑥6, ⋯}. 证明 Γ 可满足.



七.
有推理为：“人是猴子进化的，动物园的猴子会进化，所以动物园的猴子会
进化成人”.
1. 用一阶语言表示这个推理.
2. 在一阶语言中，判断该推理是否有效，并证明.

八.
群论语言中，有常元 𝑎 表示单位元，一元函数 𝑓1 表示求逆，二元函数 𝑓2
表示群的运算，以及等词 =⋅ .

群的公理为：

• 封闭性. ∀𝑥1.∀𝑥2∃𝑥3.𝑓2(𝑥1, 𝑥2) =
⋅ 𝑥3.

• 结合率. ∀𝑥1.∀𝑥2.∀𝑥3.𝑓2(𝑓2(𝑥1, 𝑥2), 𝑥3) =
⋅ 𝑓2(𝑥1, 𝑓2(𝑥2, 𝑥3)).

• 单位元. ∀𝑥1.𝑓2(𝑎, 𝑥1) =
⋅ 𝑎.

• 逆元. ∀𝑥1.∃𝑥2.𝑓2(𝑥1, 𝑥2) =
⋅ 𝑎.

1. 在该语言中表述 𝑒 ⋅ (𝑒 ⋅ 𝑒) = 𝑒.
2. 在一阶语言中证明 𝑒 ⋅ (𝑒 ⋅ 𝑒) = 𝑒 正确.
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