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题 号 一 二 三 四 五 六 七 八 九 

得 分          

 

⼀、（本题满分 12 分） 

 

考虑如右图所示的扫雷游戏. 地雷个数𝑛显示在左上⽅（这里𝑛 = 10）；若某个格中填有

数字𝑘，则与其相邻的格中总共恰有𝑘个有地雷等. 现以⼀阶谓词逻辑形式地表述此问

题. 引⼊下列谓词： 

l ⼀元谓词mine(𝑥)表示⽅格𝑥中有地雷. 例如，¬mine.(1,1)0表示左上角的⽅格

中没有地雷； 

l ⼆ 元 谓 词 adj(𝑥, 𝑦)  表 示 ⽅ 格 𝑥 与 𝑦 相 邻 ， 包 括 对 角 相 邻 . 例 如 ，

adj.(1,1), (2,2)0 = 𝑻； 

l ⼆元谓词 contains(𝑥, 𝑘) 表示⽅格𝑥中填有数字𝑘.  

1. 请用⼀阶谓词逻辑形式表述性质：总共恰有𝑛个格中有地雷.  

2. 请用⼀阶谓词逻辑形式表述性质：若某格中填有数字 1，则其恰有 1 个相邻格中有

地雷.  

3. 请用谓词逻辑演绎推理论证：右图的格(3,3)中必有地雷. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

得分  



 第 2 页，共 6 页 

 

⼆、（本题满分 10 分） 

 

令𝑆为⼀个集合，𝒫(𝑆)为其幂集. 对于𝐴, 𝐵 ∈ 𝒫(𝑆), 定义 𝐴 ≼ 𝐵 当且仅当|𝐴| ≤ |𝐵|. 问≼是否为𝒫(𝑆)上的⼀个偏序关

系？请证明你的结论. （提示：考虑𝑆的各种不同情况） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

三、（本题满分 12 分） 

 

对于任意素数𝑝，定义集合𝑆 = {1,2,⋯ , 𝑝 − 1}上的关系 

𝑅 = {(𝑎, 𝑏)	|	𝑎 = 𝑏	 ∨ 	𝑎𝑏 ≡ 1(mod	𝑝)	, 𝑎 ∈ 𝑆, 𝑏 ∈ 𝑆} 
试问𝑅是否为等价关系？若是，请给出证明；若否，请给出反例.  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

得分  

得分  
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四、（本题满分 12 分） 
 

⼆叉搜索树(BST)是节点带标号的有序⼆叉根树，其所有的⼦树都满⾜根节点标号⼤于左⼦树中所有节点的标号，⽽

小于右⼦树中所有节点标号. 记𝐶!为以1,2,⋯ , 𝑛为各节点标号的不同的 BST 的个数.  

1. 请利用基本计数原理给出𝐶!的递推公式，这里约定𝐶" = 1； 

2. 凸多边形的三角化(triangulation)是指在多边形内添加互不相交的对角线，把多边

形划分为⼀系列三角形的操作. 右图即是五边形的 5 种不同的三角化.  

试证明: 凸(𝑛 + 2)边形的不同的三角化的个数为𝐶!； 

3. 试求序列𝐶!的⽣成函数 𝑔(𝑥) = ∑ 𝐶!	𝑥!#
!$" . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

得分  

Math 4707
The Catalan Nunbers

Dennis White

November 3, 2010

1 Introduction

The Catalan numbers are a remarkable sequence of numbers that “solve” a number of seemingly
unrelated counting problems. Richard Stanley’s graduate textbook in combinatorics, Enumerative
Combinatorics, contains a collection of 66 di↵erent sequences, all counted by the Catalan numbers.
We will introduce four of these sequences here.

2 Some Counting Problems

How many ways are there to triangulate a polygon with n sides? That is, how many ways are there
to draw non-intersecting diagonals so that the interior of the polygon is partitioned into triangles.
For example, here are all the triangulations of the pentagon.

Here is one triangulation of a hexagon.

1
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五、（本题满分 12 分） 

 

1. 设想你到某镇旅游，你也知道此镇居民不够诚实，三句话中有两句是谎⾔. 现有镇上居民甲告诉你镇上没旅馆. 你

不⼤相信他，又拿甲的答案向镇上居民⼄求证，⼄说甲说的是真的. 问：甲此次说的是真话的概率是多少？ 

2. 已知⼝袋中有𝑅个红球和𝑊个白球. 每次从中随机取出⼀个球，且不再放回，直⾄所有红球均被取出. 问：期望最

后剩余⼏个白球？（提示：考虑某个特定白球最后剩下的概率和期望的线性特性.） 

  

得分  



 第 5 页，共 6 页 

六、（本题满分 10 分） 

 

设𝐿是格，试证明： 

1. 对于𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿, 若有 𝑎 ≼ 𝑏 ≼ 𝑐, 则 𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑏 ∧ 𝑐； 

2. 对于𝑎 ∈ 𝐿，令 𝑆 = 	 {𝑥|𝑥 ∈ 𝐿	 ∧ 	𝑥 ≼ 𝑎}，证明 〈𝑆, ≼〉	是𝐿的⼦格. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

七、（本题满分 12 分） 
 

今有两个群〈𝐺,∘〉及〈𝐻,⋆〉，其单位元分别为𝑒%和𝑒& . 设这两个群之间有同态映射𝜑:𝐺 → 𝐻. 定义𝜑的核(kernel)为 

ker𝜑 ≔ {𝑔 ∈ 𝐺	|	𝜑(𝑔) = 𝑒&}， 

1. 试证明：〈ker𝜑 ,⋆〉是群𝐻的⼀个⼦群； 

2. 试证明：若ker𝜑 = {𝑒%}则𝜑为单射.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

得分  

得分  
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⼋、（本题满分 10 分） 
 

请给出下图的最小⽣成树并计算其最小⽣成树的权值．．．．．．．．．．．．（可以直接在图上用粗边标注最小⽣成树的边） 

 

 

                            

九、（本题满分 10 分） 

 

试证明：对于⼀个简单连通图𝐺，若其每条边都处于奇数个初级回路（即回路中顶点不重复）中，则𝐺为欧拉图. 

（提示：考虑每个顶点的度数.） 
 

得分  

得分  


