
�©(10©) ¦²L��

x+ 5y + z = 0,

x− z + 2 = 0,
��²¡ x− 4y − 8z + 15 = 0Y�� π

4
�¤k²¡.

)�: �{�: L���²¡å π(λ)�§���

x+ 5y + z + λ(x− z + 2) = (1 + λ)x+ 5y + (1− λ)z + 2λ = 0,

Ù¥ λ ∈ R ∪ {∞}, λ =∞éA²¡ x− z + 2 = 0.

k�Ä λ =∞. ²¡ x− z + 2 = 0�{�þ� n2 = (1, 0,−1). ²¡ x− 4y − 8z + 15 = 0�{�þ�

n0 = (1,−4,−8). KüöY��{u�

n2 · n0

|n2||n0|
=

1 + 8√
2
√
81

=

√
2

2
,

Ïd²¡ x− z + 2 = 0�²¡ x− 4y − 8z + 15 = 0�Y�� π
4
, ÷v^�.

e� λ ∈ R, K²¡ π(λ){�þ� n(λ) = (1 + λ, 5, 1− λ). n(λ)� n0�Y�{u�

n(λ) · n0

|n(λ)||n0|
=

1 + λ− 20− 8(1− λ)√
(1 + λ)2 + 52 + (1− λ)2

√
81

= ±
√
2

2
,

ü>²���§µ

2(λ− 3)2 = 2λ2 + 27,

)� λ = − 3
4
. �\�éA²¡�§� x+ 20y + 7z − 6 = 0.

nþ, ¤¦²¡kü�, ©O� x− z + 2 = 0Ú x+ 20y + 7z − 6 = 0.

�{�µ�¤¦²¡�§�

λ(x+ 5y + z) + µ(x− z + 2) = (λ+ µ)x+ 5λy + (λ− µ)z + 2µ = 0,

Ù¥ λ, µ ∈ RØ��". ù�²¡�{�þ� n = (λ+ µ, 5λ, λ− µ). ²¡ x− 4y − 8z + 15 = 0�{�þ

� n0 = (1,−4,−8). d

n · n0 = (λ+ µ)− 20λ− 8(λ− µ) = 9µ− 27λ,

|n|2 = (λ+ µ)2 + 25λ2 + (λ− µ)2 = 27λ2 + 2µ2, |n0|2 = 1 + 16 + 64 = 81,

|n · n0|2 = |n|2|n0|2 cos2(
π

4
)

�,

2(9µ− 27λ)2 = 81(27λ2 + 2µ2).

Ïd, λ = 0½ö λ = − 4
3
µ. � λ = 0�, ¤¦²¡�§� x− z + 2 = 0. � λ = − 4

3
µ�, ¤¦²¡�§�

x+ 20y + 7z − 6 = 0.
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�©(15©) 3î¼�m R3 ¥, �� L��§�

x = 0,

y = 0,
�� L1 ��§�

x = 1,

y = 1,
�� L2 ��§

�

x+ z = 1,

y = 0,
�� L3��§�

x+ z = 1,

y = 1.

(1) ¦ L17 L^=¤/¤�^=¡�§, ¿�ÑÙ�g­¡a.;

(2) ¦ L27 L^=¤/¤�^=¡�§, ¿�ÑÙ�g­¡a.;

(3) ¦ L37 L^=¤/¤�^=¡�§, ¿�ÑÙ�g­¡a..

)�µ(1) x2 + y2 = 2, d��Î¡.

(2) x2 + y2 − (z − 1)2 = 0, d��I¡.

(3) x2 + y2 − (z − 1)2 = 1, d�ü�V­¡.
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n©(14©) � 2021��
 A = (aij)2021×2021. � aij �Xe�/�, ©O¦ A�1�ª |A|.
(1) aij = i− j, 1 ≤ i, j ≤ 2021.

(2) aij = |i− j|, 1 ≤ i, j ≤ 2021.

)�µ(1) db�, aij = i − j = −aji, � A = −AT . K |A| = | − AT | = (−1)2021|AT | = −|A|. Ïd
|A| = 0.

(2) P n = 2021, K |A| =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 2 · · · n− 3 n− 2 n− 1

1 0 1 · · · n− 4 n− 3 n− 2

2 1 0 · · · n− 5 n− 4 n− 3
...

...
...

. . .
...

...
...

n− 3 n− 4 n− 5 · · · 0 1 2

n− 2 n− 3 n− 4 · · · 1 0 1

n− 1 n− 2 n− 3 · · · 2 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

éd1�ª©Oò1 i1~�1 i− 11, il n, n− 1, · · · , ��� 2, 1�ª�ØC, �� |A| =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 2 · · · n− 3 n− 2 n− 1

1 −1 −1 · · · −1 −1 −1
1 1 −1 · · · −1 −1 −1
...

...
...

. . .
...

...
...

1 1 1 · · · −1 −1 −1
1 1 1 · · · 1 −1 −1
1 1 1 · · · 1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

2géd1�ª©Oò1 i1~�1 i− 11, il n, n− 1, · · · , ��� 3, 1�ª�ØC, �� |A| =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 2 · · · n− 3 n− 2 n− 1

1 −1 −1 · · · −1 −1 −1
0 2 0 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · 0 0 0

0 0 0 · · · 2 0 0

0 0 0 · · · 0 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

òþ1�ª�gU���1Ðm, �

|A| = (−2)n−2

∣∣∣∣∣ 0 n− 1

1 −1

∣∣∣∣∣ = −(−2)n−2(n− 1) = 2020× 22019.
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o©(15©) � A, B � n��
, P In� n�ü 
, O� n�"Ý
.

(1) b� A = (aij)n×n, Ù¥ aij =

1, j = i− 1,

0, Ù¦,

½=

A =



0 0 0 · · · 0 0 0

1 0 0 · · · 0 0 0

0 1 0 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · 0 0 0

0 0 0 · · · 1 0 0

0 0 0 · · · 0 1 0


.

¦ An, �y In −A��_
, ¿¦ (In −A)−1.

(2) XJ�3��ê k ≥ 1¦� Ak = O, K¡ A��"
. b� A��"
, y² In − A��_
,

¿¦ (In −A)−1.

(3) b� AÚ B þ�_. XJ A+B �_, y² A−1 +B−1��_, ¿¦Ù_Ý
.

)�µ(1) A2 = 

0 0 0 · · · 0 0 0

0 0 0 · · · 0 0 0

1 0 0 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · 0 0 0

0 0 0 · · · 0 0 0

0 0 0 · · · 1 0 0


,

= A2 = (bij)n×n, Ù¥ bij =

1, j = i− 2

0, Ù¦
. 8B�y² Ak = (cij)n×n, Ù¥ cij =

1, j = i− k

0, Ù¦
,

k = 2, · · · , n− 1. K An = O.

du |In−A| = 1 6= 0,K In−A�_. dAn = O�� (In−A)(In+A+A2+· · ·+An−1) = In−An = In.

u´, (In −A)−1 = In +A+A2 + · · ·+An−1, P� D = (dij)n×n, Ù¥ dij =

1, j ≥ i

0, Ù¦
, ½= D =



1 0 0 · · · 0 0 0

1 1 0 · · · 0 0 0

1 1 1 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

1 1 1 · · · 1 0 0

1 1 1 · · · 1 1 0

1 1 1 · · · 1 1 1


.

(2) d (In − A)(In + A + A2 + · · · + Ak−1) = In − Ak = In �� In − A �_, � (In − A)−1 =

In +A+A2 + · · ·+Ak−1.

(3) d A−1 +B−1 = A−1(A+B)B−1�� A−1 +B−1�_, � (A−1 +B−1)−1 = B(A+B)−1A.
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Ê©(16©) b� AÚ B � n��
.

(1) XJ A , B ¥k���Ð�
, y² |AB| = |A||B|.
(2) |^ (1)�(Ø, y²� AÚ B ÑØ´Ð�
�, |AB| = |A||B|�¤á.

)�µ(1) A½ B �Ð�
�, |^1�ª5��y(Ø¤á.

(2) ò A z�{z�FÝ
 A0, K A = TA0, Ù¥ T �eZ�Ð�
�¦È. �E|^ (1) �

|AB| = |T ||A0B|.
� |A| 6= 0�, A0 = In, K A = T . K |AB| = |T ||A0B| = |A||B|.
� |A| = 0�, A0 ����1� 01, � A0B ����1�� 01. u´, |A0B| = 0. K |AB| =

|T ||A0B| = 0 = |A||B|.
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8. (20©) (1) ��þ| ααα1,ααα2, · · · ,αααm (m ≥ 2) ¥� αααm 6= 000. y²: ααα1,ααα2, · · · ,αααm�5Ã'�¿©7�
^�´: é?¿��|ê k1, k2, · · · , km−1, �þ|

βββ1 = ααα1 + k1αααm,βββ2 = ααα2 + k2αααm, · · · ,βββm−1 = αααm−1 + km−1αααm

Ñ�5Ã'.

(2) ��þ| ααα1,ααα2, · · · ,αααmÚ βββ1,βββ2, · · · ,βββs����. XJ ααα1,ααα2, · · · ,αααm�d βββ1,βββ2, · · · ,βββs�5
L«, y²: βββ1,βββ2, · · · ,βββs��d ααα1,ααα2, · · · ,αααm�5L«.

)�µ(1) ¿©5µ�y{. d^�� ααα1,ααα2, · · · ,αααm−1 �5Ã' (� k1 = k2 = · · · = km−1 = 0). b

� ααα1,ααα2, · · · ,αααm�5�'. K αααm�d ααα1,ααα2, · · · ,αααm−1�5L«, =�3�|ê `1, `2, · · · , `m−1¦�

αααm = `1ααα1 + · · ·+ `m−1αααm−1.

d αααm 6= 000�� `1, `2, · · · , `m−1Ø��", Ø�� `1 6= 0. K

`1(ααα1 −
1

`1
αααm) + · · ·+ `m−1αααm−1 = 0,

�^�gñ. Ïd, ααα1,ααα2, · · · ,αααm�5Ã'.

7�5: é?¿�½��|ê k1, k2, · · · , km−1, XJ�3�|êK1,K2, · · · ,Km−1¦�

K1(ααα1 + k1αααm) + · · ·+Km−1(αααm−1 + km−1αααm) = 0,

=

K1ααα1 + · · ·+Km−1αααm−1 + (

m−1∑
i=1

Kiki)αααm = 0,

Kd ααα1,ααα2, · · · ,αααm�5Ã', ��

K1 = · · · = Km−1 =
m−1∑
i=1

Kiki = 0,

=y� βββ1,βββ2, · · · ,βββm−1�5Ã'.

(2) Ø���5, ��þ| ααα1,ααα2, · · · ,αααm Ú βββ1,βββ2, · · · ,βββs �4�Ã'|©O� ααα1,ααα2, · · · ,αααr Ú
βββ1,βββ2, · · · ,βββr, Ù¥ r � ααα1,ααα2, · · · ,αααm ��. du ααα1,ααα2, · · · ,αααm �d βββ1,βββ2, · · · ,βββs �5L«, ���

�þ|�§�4�Ã'|�d, ¤± ααα1,ααα2, · · · ,αααr �d βββ1,βββ2, · · · ,βββr �5L«, =�3 r��
 A¦�

(ααα1,ααα2, · · · ,αααr)T = A(βββ1,βββ2, · · · ,βββr)T .
e¡y²A´�_�. �y{,ÄKA�1�þ|�5�'.u´�3Ø��"��|ê k1, k2, · · · , kr

¦� (k1, k2, · · · , kr)A = 0. K

k1ααα1 + k2ααα2 + · · ·+ krαααr = (k1, k2, · · · , kr)(ααα1,ααα2, · · · ,αααr)T = (k1, k2, · · · , kr)A(βββ1,βββ2, · · · ,βββr)T = 0,

� ααα1,ααα2, · · · ,αααr �5Ã'gñ.

K (βββ1,βββ2, · · · ,βββr)T = A−1(ααα1,ααα2, · · · ,αααr)T , = βββ1,βββ2, · · · ,βββr �d ααα1,ααα2, · · · ,αααr �5L«. Ïd

βββ1,βββ2, · · · ,βββs��d ααα1,ααα2, · · · ,αααm�5L«.

6



Ô. (10©) � A´ n��
. e A2 = A, y²:

(1) r(A) + r(In −A) = n, Ù¥ r(A)Ú r(In −A)©O´ AÚ In −A��, In� n�ü 
.

(2)�A���þ|�4�Ã'|´ααα1,ααα2, · · · ,αααr, In−A���þ|�4�Ã'|´βββ1,βββ2, · · · ,βββn−r,
Áy�þ| ααα1,ααα2, · · · ,αααr,βββ1,βββ2, · · · ,βββn−r �5Ã'.

(3) �3�_
 P ¦� A = P

[
Ir 0

0 0

]
P−1, Ù¥ r = r(A), Ir � r�ü 
.

)�µ(1) d A(In −A) = 0�

r(A) + r(In −A) ≤ r(A(In −A)) + n = n.

,��¡, r(A) + r(In −A) ≥ r(A+ In −A) = r(In) = n. nþ��, r(A) + r(In −A) = n.

(2) r([A, In − A]) ≤ r(A) + r(In − A) = n. ,��¡, r([A, In − A]) ≥ r(A + In − A) = r(In) =

n. K r([A, In − A]) = n. du [A, In − A] ���þ|� ααα1,ααα2, · · · ,αααr,βββ1,βββ2, · · · ,βββn−r �d, K

ααα1,ααα2, · · · ,αααr,βββ1,βββ2, · · · ,βββn−r ��´ n. K ααα1,ααα2, · · · ,αααr,βββ1,βββ2, · · · ,βββn−r �5Ã',

(3) - P = (ααα1,ααα2, · · · ,αααr,βββ1,βββ2, · · · ,βββn−r). d A2 = A � Aαααi = αααi, Ù¥ i = 1, · · · , r. d

A(In −A) = 0� Aβββj = 0, Ù¥ i = 1, · · · , n− r. K AP = (ααα1,ααα2, · · · ,αααr, 0, 0, · · · , 0) = P

[
Ir 0

0 0

]
.
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