
2021-2022 学年第二学期微积分期末试卷（匡亚明学院）

班级 姓名 学号 成绩

注意事项：试卷共 11 道解答题，满分 100 分，考试时间共 120 分钟。

1、讨论下列反常积分是否收敛, 若收敛, 则求其值 (6′ = 3′ + 3′)

(1)
´ +∞
−∞ ex sinxdx

答：由分部积分可知：

ˆ A

0

ex sinx dx =
ex(sinx− cosx)

2

∣∣∣∣A
0

=
eA(sinA− cosA)

2
+

1

2
, ∀A > 0,

而

lim
A→+∞

[
eA(sinA− cosA)

2
+

1

2

]
不存在. 由无穷积分收敛的定义可知

´ +∞
0

ex sinx dx 发散.

(2)
´ +∞
e

ln(lnx)
lnx

sinxdx
答：由于

∣∣´ u
e sinx dt

∣∣ ⩽ 2, ∀u ∈ [e,+∞), 而

(
ln(lnx)

lnx

)′

=
1
x
(1− ln(lnx))

(lnx)2 ⩽ 0, x ⩾ ee

即 ln(lnx)
lnx

在 [ee,+∞) 上单调递减, 且 lim
x→∞

ln(lnx)
lnx

= 0 (由 L’Hospital 法则). 由 Dirichlet
判别法知

ˆ +∞

e

ln(lnx)
lnx sinx dx =

ˆ ee

e

ln(lnx)
lnx sinx dx+

ˆ +∞

ee

ln(lnx)
lnx sinx dx

收敛. 仿上题可知
∣∣∣´ +∞

e
ln(lnx)

x
sinx dx

∣∣∣ 发散.
总之,

´ +∞
e

ln(lnx)
lnx

sinxdx 条件收敛.
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2、计算下列曲线积分 (10′ = 5′ + 5′)

(1) 计算
´
c

√
x2 + y2 ds，其中 c : x2 + y2 = −2y.

答：令 x = r cos θ, y = r sin θ, 则 c : r = −2 sin θ(−π ⩽ θ ⩽ 0).

所以 c :

{
x = −2 cos θ sin θ
y = −2 sin2 θ

,−π ⩽ θ ⩽ 0, ,

ˆ
c

√
x2 + y2 ds =

ˆ 0

−π

√
4 sin2 θ ·

√
(2 cos 2θ)2 + (2 sin 2θ)2 dθ

=

ˆ 0

−π

−4 sin θdθ = 8

(2) 计算
´
L
(y2 + x) cos(xy) dx, 其中 L 为圆周 x2 + y2 = 1, 依逆时针方向.

答:
解法一: L 的参数方程为 x = cos θ, y = sin θ, θ ∈ [−π, π], 因此

ˆ
L

(
y2 + x

)
cosxy dx = −

ˆ π

−π

(
sin2 θ + cos θ

)
cos(cos θ sin θ) sin θdθ.

因为右边定积分的被积函数为 [−π, π] 上的奇函数, 所以此定积分等于 0 , 因此
ˆ
L

(
y2 + x

)
cosxy dx = 0.

解法二：令

f(x, y) =
(
y2 + x

)
cosxy, (x, y) ∈ L

将 L 分为 L1 : x
2 + y2 = 1, y ⩾ 0 与 L2 : x

2 + y2 = 1, y ⩽ 0 两部分.
对于对称点 (x, y), (x,−y) ∈ L, 有 f(x, y) = f(x,−y), 但是在 L1 上点 (x, y) 处的有向切

线与 x 轴成钝角 (即 dx < 0 ), 而在 L2 上点 (x,−y) 处的有向切线与 x 轴成锐角 (即
dx > 0), 因此 ˆ

L

(
y2 + x

)
cosxydx = 0

3. 设有曲面积分 I =
‚

Σ
1
r3
(x cosα + y cos β + z cos γ) dS, 其中 Σ 为将原点包围在其

内部的光滑闭曲面, n⃗ = (cosα, cos β, cos γ) 为 Σ 上的动点 M 处的法向量, r = |
−−→
OM |.

如果 Σ1 与 Σ2 为满足上述条件的两张曲面, Σ1 位于 Σ2 的内部, 并记在 Σ1 和 Σ2 上的
上述积分值分别为 I1 和 I2, 证明 I1 = I2.(10′)
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答：设 Σ+
2 (Σ2 的外侧 ) 与 Σ−

1 (Σ1 的内侧 ) 围成的区域为 Ω, 将题给积分转为第二类曲
面积分, 并利用高斯公式得

I2 − I1 =

‹
Σ+

2 +Σ−
1

x

r3
dy dz + y

r3
dz dx+ z

r3
dx dy

=

˚
Ω

[
∂

∂x

( x
r3

)
+

∂

∂y

( y
r3

)
+

∂

∂z

( z
r3

)]
dV

=

˚
Ω

0 dV = 0

故 I1 = I2.

4. 对积分
˜

D
f(x, y) dxdy 进行极坐标变换, 并写出变换后不同积分次序的累次积分,

其中 D 如下:
(1) D 为由不等式 a2 ⩽ x2 + y2 ⩽ b2, y ⩾ 0 所确定的闭区域;(5′)
答：积分区域是圆环区域的上半部分, 根据积分区域的特点取变换{

x = r cos θ,
y = r sin θ,

θ ∈ [0, π], r ∈ [a, b], |J(r, θ)| = r

所以 ¨
D

f(x, y)dx dy =

ˆ π

0

dθ
ˆ b

a

f(r cos θ, r sin θ)r dr

=

ˆ b

a

dr
ˆ π

0

f(r cos θ, r sin θ)r dθ

(2) D = {(x, y) | x2 + y2 ⩽ y, x ⩾ 0}.(5′)
答：积分区域是以

(
0, 1

2

)
为圆心, 1

2
为半径的圆盘的右半部分, 可根据积分区域的特点

取变换.

法一: 若取
{
x = r cos θ,
y = r sin θ,

θ ∈
[
0, π

2

]
, r ∈ [0, sin θ], |J(r, θ)| = r, ,

¨
D

f(x, y)dx dy =

ˆ π
2

0

dθ
ˆ sin θ

0

f(r cos θ, r sin θ)r dr.
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法二: 若取
{
x = r cos θ,
y = 1

2
+ r sin θ,

θ ∈
[
−π

2
, π
2

]
, r ∈

[
0, 1

2

]
, |J(r, θ)| = r 则

¨
D

f(x, y)dx dy =

ˆ π
2

−π
2

dθ
ˆ 1

2

0

f

(
r cos θ, 1

2
+ r sin θ

)
r dr

=

ˆ 1
2

0

dr
ˆ π

2

−π
2

f

(
r cos θ, 1

2
+ r sin θ

)
r dθ.

5. 判断下列级数的敛散性 (10′)

(1)
∞∑
n=1

1
n n√n

;(3′)

答: 由于

lim
n→∞

1
n n√n

1
n

= lim
n→∞

1
n
√
n
= 1

而调和级数
∞∑
n=1

1
n
发散, 由比较判别法知

∞∑
n=1

1
n n√n

发散.

(2)
∞∑
n=1

(2n−1)!!
n!

;(3′)

答：记通项 un = (2n−1)!!
n!

, 则

lim
n→∞

un+1

un
= lim

n→∞

(2n+ 1)!!

(n+ 1)!
· n!

(2n− 1)!!
= lim

n→∞

2n+ 1

n+ 1
= 2 > 1

由比值判别法知
∞∑
n=1

(2n−1)!!
n!

发散.

(3)
∞∑
n=1

(
1
2n

+ 1
3n+1

)
.(4′)

答：通项 un = 1
2n

+ 1
3n+1

> 1
2n

, 而级数
∞∑
n=1

1
n
发散. 通过正项级数的比较判别法可以得出

该级数发散.
解: 因为 1

2n
+ 1

3n+1
> 1

2n
, 而级数

∞∑
n=1

1
n
发散. 由正项级数比较判别法得, 级数

∞∑
n=1

(
1
2n

+ 1
3n+1

)
发散.
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6. 求函数 f(x, y) = x2 +
√
2xy + 2y2 在区域 x2 + 2y2 ⩽ 4 上的最大值与最小值.(10′)

答：解析在 x2 + 2y2 < 4 内, 由 f ′
x = 2x+

√
2y = 0, f ′

y =
√
2x+ 4y = 0 得惟一驻点

P1(0, 0). 在 x2 + 2y2 = 4 上, 令

F = x2 +
√
2xy + 2y2 + λ

(
x2 + 2y2 − 4

)
由 

F ′
x = 2x+

√
2y + 2λx = (2 + 2λ)x+

√
2y = 0

F ′
y =

√
2x+ 4y + 4λy =

√
2x+ (4 + 4λ)y = 0

F ′
λ = x2 + 2y2 − 4 = 0

将 4(1 + λ) 乘以 (1) 式减去
√
2 乘以 (2) 式, 可得 (8λ2 + 16λ+ 6) x = 0. 若 8λ2 + 16λ+

6 ̸= 0, 则 x = 0, 由 (1) 和 (2) 式得 y = 0, 与 (3) 式矛盾. 所以 8λ2 + 16λ+ 6 = 0, 解得
λ = −1

2
,−3

2
.

当 λ = −1
2
时, 解得驻点 P2(

√
2,−1), P3(−

√
2, 1);

当 λ = −3
2
时, 解得驻点 P4(

√
2, 1), P5(−

√
2,−1).

又 f (P1) = 0, f (P2) = 2, f (P3) = 2, f (P4) = 6, f (P5) = 6, 故

fmin = 0, fmax = 6

7. 将函数 f(x) =
´ x
0

sin t
t

dt 在 x = 0 处展开成幂级数.(10′)
答：由于 sin t 的幂级数展开式为 sin t =

∞∑
n=1

(−1)n+1 t2n−1

(2n−1)!
, 从而

sin t
t

=
∞∑
n=1

(−1)n+1 t2n−2

(2n− 1)!
,

于是

f(x) =

ˆ x

0

sin t
t

dt =
∞∑
n=1

ˆ x

0

(−1)n+1 t2n−2

(2n− 1)!
dt

=
∞∑
n=1

(−1)n+1 x2n−1

(2n− 1)!(2n− 1)
.
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8. 设函数 u = φ(x+ ψ(y)), 证明:(5′)

∂u

∂x

∂2u

∂x∂y
=
∂u

∂y

∂2u

∂x2

证：由于
∂u

∂x
= φ′(x+ ψ(y)),

∂2u

∂x2
= φ′′(x+ ψ(y))

∂2u

∂x∂y
= φ′′(x+ ψ(y))ψ′(y),

∂u

∂y
= φ′(x+ ψ(y))ψ′(y)

所以
∂u

∂x

∂2u

∂x∂y
= φ′(x+ ψ(y))φ′′(x+ ψ(y))ψ′(y)

= φ′(x+ ψ(y))ψ′(y)φ′′(x+ ψ(y)) =
∂u

∂y

∂2u

∂x2

9. 设

f(x, y) =


x−y

x2+y2
tan (x2 + y2) (x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

证明 f(x, y) 在 (0, 0) 处可微, 并求 df(x, y)|(0,0) .(9′)
证：根据题意可得

f ′
x(0, 0) = lim

x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x
= lim

x→0

x tanx2
x3

= 1

f ′
y(0, 0) = lim

y→0

f(0, y)− f(0, 0)

y
= lim

y→0

−y tan y2
y3

= −1

f(x, y) = f(0, 0) + f ′
x(0, 0)x+ f ′

y(0, 0)y + ω

= x− y + ω

因 | cos θ − sin θ| ⩽
√
2, tan ρ2 ∼ ρ2 (ρ→ 0+), 故

lim
x→0
y→0

ω√
x2 + y2

= lim
ρ→0+

ρ(cos θ − sin θ)
(

tan ρ2

ρ2
− 1

)
ρ

= 0

所以 f 在 (0, 0) 处可微, 且 df(x, y)|(0,0) = dx− dy.
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10. 设

a0 = 1, a1 = −2, a2 =
7

2
, an+1 = −

(
1 +

1

n+ 1

)
an (n ⩾ 2)

证明当 |x| < 1 时幂级数
∞∑
n=0

anx
n 收敛, 并求其和函数 S(x).(10′)

证：因为 an+1 = −
(
1 + 1

n+1

)
an, 所以 an

an+1
= −n+1

n+2
, 且

lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣−n+ 1

n+ 2

∣∣∣∣ = 1

所以幂级数的收玫半径 R = 1, 故当 |x| < 1 时, 幂级数
∞∑
n=0

anx
n 收玫.

由 an+1 = −
(
1 + 1

n+1

)
an(n ⩾ 2), 即 an = −

(
1 + 1

n

)
an−1(n ⩾ 3),

于是

an = −n+ 1

n
·
(
− n

n− 1

)
an−2 = (−1)2

n+ 1

n− 1
an−2 = · · ·

= (−1)n−2n+ 1

3
· a2 = (−1)n

7

6
(n+ 1) (n ⩾ 3)

则

S(x) = a0 + a1x+ a2x
2 +

∞∑
n=3

anx
n

= 1− 2x+
7

2
x2 +

∞∑
n=3

(−1)n
7

6
(n+ 1)xn

考虑
∞∑
n=3

(−1)n(n+ 1)xn = f(x), 逐项积分得

ˆ x

0

[−f(x)]dx =
∞∑
n=3

(−x)n+1 =
x4

1 + x

两边求导数得 f(x) = −
(

x4

1+x

)′
= −4x3+3x4

(1+x)2
, 所以

S(x) =
1

(1 + x)2

(
1 +

x2

2
+
x3

3

)
, |x| < 1

11. 证明: 函数 f(x) =
∞∑
n=1

sin(nx)
n3 在 (−∞,+∞) 上连续, 且有连续的导函数.(10′)

证明: 因为
∣∣ sinnx

n3

∣∣ ⩽ 1
n3 , 故

∑ sinnx
n3 在 (−∞,+∞) 上一致收敛.
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又 un(x) =
sinnx
n3 在 (−∞,+∞) 上连续 (n = 1, 2, · · · ), 故 f(x) =

∑
un(x) 在 (−∞,+∞)

上连续.
由 |u′n(x)| =

∣∣ cosnx
n2

∣∣ ⩽ 1
n2 及 cosnx

n2 在 (−∞,+∞) 上连续可知,
∑
u′n(x) 一致收敛且和函

数连续.
设 g(x) =

∑
u′n(x), 则由定理 13.14 可知

g(x) =
∑

u′n(x) =
[∑

un(x)
]′
= f ′(x),

即 f(x) 连续且具有连续的导函数.
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